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Zusammenfassung

Der Beitrag untersucht, wie Erwartungsbildung mit Hilfe neuronaler Net-
ze modelliert werden kann. Die Grundlage bildet ein Cobweb-Modell, in
dem Firmen Preiserwartungen auf Basis eines Feedforward-Netzes bilden.

Zunachst wird anhand von Simulationen gezeigt, dal Firmen durch neuro-
nale Erwartungsbildung approximativ rationale Erwartungen bilden kénnen. Im
Gegensatz zur Hypothese rationaler Erwartungen ist dafiir die Kenntnis des rele-
vanten Modells nicht mehr erforderlich, lediglich Beobachtungen des Marktpreises
und der ihn beeinflussenden Variablen vergangener Perioden werden bengtigt.

AbschlieRend erfolgt eine allgemeine Analyse neuronalen Lernens. Es ist
moglich, Bedingungen dafir abzuleiten, dal die neuronalen Erwartungen
der Firmen asymptotisch mit rationalen Preiserwartungen Ubereinstimmen.
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1. Einfthrung

NeuronaleNetzeerfreuensichim Rahmerder dkonomischerrorschungnzwischenei-
nerrechtgroRerBeliebtheitinsbesondereerdensiefirempirisché-ragestellungenyie
zum Beispielfur die Prognosevon Zeitreihenverwendet: Der Grundhierfiir ist wohl in
ersterLinie darinzu sehendal3Verfahrenwie denneuronalermNetzendieim Rahmerder
Forschungezurkiinstlichernintelligenzentwickeltwurden,zugetrautvird, Wirkungszu-
sammenhngezwischenVariablenzu ,erlernefi, ohnedal3hierfur irgendwelché/orin-
formationenbeziglich destatsachlich zugrundeligendenZusammenhangsrforderlich
sind. Zwar ist ein solcherAnspruchandie LeistungséhigkeitneuronaleiNetzetuiberzo-
gen,undesexistierenaucheineganzeReihevon Arbeiten(z. B. Arminger (1994)),die
zeigendalR3neuronaléNetzewie Okonometrischélodelle aufgefaRundauchformal als
solchebehandeliverdenkdnnen.Dennochist vermutlichgeradedie neuronalerNetzen
zugeschriebenkahigkeit,lernenzu konnen,eine Erklarungfur die Faszinationdie von
ihnenausgeht.

Der vorliegendeBeitragknupft an dieserStellean und gehtder Fragenach,inwie-
weit neuronaléNetzegeeignesind, die Erwartungsbildungon Wirtschaftssubjektenu
modellierenAusgangspunktierbeiist die HypotheseationalerErwartungsbildungdas
Bilden rationalerErwartungersetztseitensder betrachteteWirtschaftssubjektein au-
Rerordentliche¥orwisserbeziglich derokonomischrelevantenUmweltvoraus schliel3-
lich handelessichhierbeium, ... predictionsof therelevanteconomidheory .2 Gerade
dieserUmstandedochbegriindetdie vielerortsgeaul3erteKritik anderHypotheseatio-
naler ErwartungsbildungWenn nun neuronaleNetzetatsachlichin der Lagesind, Zu-
sammenhngezwischendkonomischeWariablenauf der Grundlagevon Beobachtungen
dieserVariablenzu erlernen,dann muf3tendoch Wirtschaftssubjektedie ein neurona-
les Netz zur Bildung ihrer ErwartungernverwendenErwartungerbilden, die rationalen
Erwartungerzumindessehrahnlichsind.Im Gegensatzur HypotheseationalerErwar
tungenmuf3te nun allerdingsnicht mehrvorausgesetaiverden,den betrachteterWirt-
schaftssubjekteseidasrelevanteModell bekannt— siemu3tenlediglichwissenwelche
dkonomischewariablenfur denfraglichenZusammenhangelevantsind?3

GrundlagederfolgendenAusfuhrungerist ein andenCobweb-fll angelehnte®o-
dell, in demFirmenzur Bestimmunghrer AngebotsmengdenzukiinftigenMarktpreis

1Eine UbersichiibereinigeAnwendungsgebieteeuronaleNetzefindetsichin Murtagh(1990),Wiirtz
undMurtagh(1991),Blien undLindner(1993)sowie Bol, Nakhaeizadehnd Vollmer (1994).

2Muth (1961,S.316).

3Die Idee,daRWirtschaftssubjekteur ErwartungsbildungilfsmodelleverwendendererParametesie
dannaufderGrundlagehrer Beobachtungesctatzen jst nichtneuundwird insbesondereom , bounded
rational learning appmadt verfolgt (vgl. Bray (1983),Marcetund Sagent(1989)und Sagent(1993)).
VondiesenAnsatzenunterscheidetichdasvorliegendePapierdadurchdafalsHilfsmodellein neuronales
Netzverwendetwird.



prognostizieremussenDadie FirmendasrelevanteModell nichtkennenyerwendersie
ein neuronaledNetz, dasdenZusammenhangwischeneinerstochastischebmweltva-
riablenunddemresultierendeiMarktpreisabbildensoll.

Anhandvon Simulationenwird der Lernalgorithmusdes verwendetemeuronalen
Netze=erlautertundgezeigtdalRFirmendurchneuronal€rwartungsbildungpproxima-
tiv rationaleErwartungerbildenkdnnen Hierzuberbtigensielediglich die Beobachtun-
gendesMarktpreisesindderihn beeinflussendedmweltvariablervergangenePerioden
— nichtjedochinformationeniiberdie StrukturdesModells. Dabeiwird bericksichtigt,
daRRder Marktpreisauchdurch Erwartungsfehleder FirmenbeeinfluRtwird (Forecast-
Feedbackf.

Anschliel3endvird der Fragenachggangenpb sichauchiber Simulationerhinaus-
gehendeAussagernberdie EigenschaftemeuronalerLernensgewinnenlassenEswird
gezeigt,daRdie asymptotischertigenschaftereinesauf einemneuronaleriNetz beru-
hender_ernvorganganmittelseinesspeziellerDifferentialgleichungssysterhgschrieben
werderkonnenDiesermiglichtes,BedingungerzuformulierenunterdenerdenFirmen
asymptotisctdasLernenrationalerPreiserwartungemoglichist. Ein Beispielillustriert
abschlieRendie formalenAusfuhrungen.

2. Neuronale Erwartungsbildung am Beispieleines
Cobweb-Modells

2.1. DasModell

Untersuchiwird ein Markt mit vollkommenerKonkurrenz mit einemKontinuumvollig
identischegevinnmaximierendeFirmenim Intervall [0, 1].° Die in Periode entstehen-
denProduktionskostefk:) sind abrangigvon derin Periodet produzierterMenge(x)
undvon einemBundelUmweltfaktorendie durchdie Variableu; wiedegegebenwerden
und von denenalle Firmengleichermaliebetrofen sind. Mogliche Determinanterder
Umweltvariablenu; konntenz. B. die Hoheder Tarifabschlissedie Steuerbelastungder
die Hoheder Sozialabgabegein.Im folgendenwird davon ausggangendal3u; in allen
Periodergleichwerteiltim Intervall (0, 1] ist.

Der EinfluR derfur denMarkt produzierterMengeund der Umweltvariablenauf die

4Um die im folgendererlauterterSimulationerdetailliertnachwliziehbarzu machenkonnendie ent-
sprechendersimulationenvia Internetvon den Autoren bezogenwerden(vgl. Heinemannund Lange
(1997)).Die Simulationenstehenals Mathematica2.2 Notebooksawie als ausfihrbareDatei zusammen
mit demzugrundeligenderDelphi 2.0 Quellcodezur Verfigung.

SAusderAnnahmeeinesKontinuumseprasentatier Firmenim Intervall [0,1] folgt, daRnicht zwischen
aggrgiertenund einzelwirtschaftlicherGroRenunterschiedemerdenmuf3. Zum Beispielfolgt mit x; als
aggr@iertemAngebotundX = % alseinzelwirtschaftlichenf\ngebotderFirmai, dalx = f01% di=%.



Produktionskostewird durcheinequadratisch&ostenfunktiormodelliert:

1 o Ok
k=Suq 0<uw<1 mlt.&_utxt (1)

Die Produktionsmeng® wird von denFirmengesetztAuf die exogeneVariableu; ha-
bensiedaggenkeinenEinflul3.u ist allerdingsallenFirmenbekanntbevor die Produk-
tionsentscheidungetrofen werdenmuf3.Die exogenenEinflissegehenfolglich in die
Produktionsentscheiduregn.

Weil von vollstandigerKonkurrenzausggangenwird, werdendie gevinnmaximie-
rendenFirmenihre Produktionsmengso setzendaRder erwarteteMarktpreis (pf) ih-
ren Grenzkosterentspricht Damit entsprecheudie aggreiertenGrenzkostergenal3(1)
demvonallenFirmengleichermal3errwarteterPreis,und(2) gibt dieaggreierteAnge-
botsfunktionwieder:

_R
xt—ut (2)

Die gesamtwirtschaftlichblachfrageseiwie folgt vom Marktpreis( p;) abrangig?

1
X =75-3p — S pf (3)

Die Angebotsfunktior(2) unddie Nachfragefunktiorf3) implizieren,da3der markt-
raumendé®reis( p), durchdie Umweltvariable(u ) unddenerwarteterPreis( pr) deter
miniertwird:3

VIS - 2PfU e 75,

Ut

Bildetendie FirmenrationaleErwartungenm SinneperfekterVoraussichtdannwaren
dererwarteteund der marktiaumenddPreisidentisch.Mit pf als Preisim rationalenEr-
wartungsgleichgeichtfolgt (5) alsrationalePreiserwartungsfunktion:

3u + 1 3u + 1) 2
pf:R(uQ:—( uruj )—I—\/( utuj— ) +150 furpf=pi=pf (5)

pt=M(p,w) = -3+ (4)

6p¢ ist hier als der fur die Periodet erwartetePreiszu verstehenDie Erwartungsbildungerfolgt zu
BeginnderPeriodet.

Die Nachfragefunktiorist nichtlineargewahlt,umim folgenderzu zeigen,daRneuronaleNetzeauch
fur nichtlineareProblemstellungeginsetzbasind. Die quadratisch&ormist gevahlt, um die Rechenbar
keit desModellszu gewahrleistenEmpirischeRelevanzwird nicht postuliert.

8Eswird nur die erstel dsungdesGleichungssystem@) und(3) dagestelltweil die zweiteLdsungim
BereichreellerZahlenausschlie3licmegative Preisegeneriert Damit durchdie dagestellteersteLdsung
keineneggativenoderkonjugiertkomplece Preisegeneriertverden,ist esnotig, denDefinitionsbereiclvon
pf einzuschinken.



RationaleErwartungerkonnendie Firmenjedochnur dannbilden,wennihnendas
Modellvollstandigbekannist. Diesist abernn vielenFalleneineunrealistischénnahme.
Deshalbwird im folgendengezeigtwie die Firmenmit Hilfe neuronaleErwartungsbil-
dung,die fur einekorrekteProduktionsentscheidutgritigterationalePreiserwartungs-
funktion (5) nahezuperfektapproximiererkonnen,obwohl sie wederdenFunktionstyp
nochdie ParametederNachfragefunktiolkennenDie Firmenbesitzemur Modellkennt-
nissedaiiber dalRdersichamMarkt einstellenddreisp; in irgendeinekVeisedurchdie
Umweltvariableus beeinfluf3wird.

2.2. Neuronale Erwartungsbildung

Um neuronaleErwartungsbildungm Modell zu berticksichtigenwird ein Feedforward-
Netz als Erwartungsbildungsmodih dasModell implementiertEin Feedforward-Netz
ist ein neuronaledNetz, daseinemodermehrerennformations-Inputeinenodermeh-
rerelnformations-OutputguordnetDie Informationserarbeitungerfolgt ausschlie3lich
vorwarts.Rilckkopplungerxistierennicht?

Hier wird als Informations-Inputder UmwelteinfluRu; verwendet.Der Outputdes
Netzesentsprichtdanndemvon denFirmenerwarteterPreis p°. DasverwendeteNetz
istin Abbildung 1 dagestellt.Es verfugt ubereinelnputschichimit einemNeuron,eine
verdeckteSchichtmit drei NeuronerundeineOutputschichinit einemNeuron?©

Der Input (u;) wird in dasNetz eingeleserund an dasInput-Neuronweiteigeleitet.
Die Aktivitat desInput-Neuronga!) wird mit Hilfe der sogenannteAktivierungsfunk-
tion ausdeminputu; berechnetHier wird fur dasinput-Neurondie Einheitsfunktionals
Aktivierungsfunktiorverwendetso daRsich Aktivitat und Inputentsprechegal = u;).

Die Aktivitat desinput-Neuronsvird dannalsAusgangsgiRe-! desinput-Neuronsin
jedesNeuronderverdeckterSchichtweiteigeleitetund dort mit Hilfe derGewichtew"]
(=1, 2, 3) jeweils zum effektivenEingange’ (j=1, 2, 3) der 3 Neuronender verdeckten
Schichttransformiert.

el =wla furj=1,2 3 (6)

Die effektivenEingangeder verdeckterNeuronernwerdenwiederummit Hilfe einer

9Ruckgekoppeltdetzeeignensich besondersiir die Mustererkennungvgl. fiir einenUberblickBlien
undLindner(1993,S.507ff.))

10Bei komplexerenProblemersind Netzemit einer groRerenAnzahl Neuronenund unter Umsgnden
mehrererverdeckterSchichtergebi@uchlich.

Hn einigenNetzwerktopologienweichenAktivitat und AusgangsgbReder Neuronenvoneinandegb,
weil zwischenAktivitat und AusgangsgidReeinesogenanntédusgangsfunktiorwischengeschaltét, die
z.B nurdanneineAusgangsgiReungleichnull generiertwenndie Aktivitat einenbestimmterschwellen-
wertliberschreitefvgl. Hoffmann(1993,S.20ff.)). Hier wird aufdie Implementierungon Ausgangsfunk-
tionenverzichtetpzw als Ausgangsfunktioulie EinheitsfunktiornverwendetAktivitat und Ausgangsgbie
einesNeuronssindimmeridentisch.



Aktivierungsfunktionin die Aktivitat der entsprechendeNeuronenumgeavandelt. Als
Aktivierungsfunktiorwird hier die sigmoideFunktion(7) verwendetyobeiq! einenLa-
geparameteder AktivierungsfunktiordesNeuronsj darstellt:

I _ Al gl — i —
a =A(e, q) 1+exp(ei‘+qi) fur:j=1,2,3 (7)
Die Aktivierungsfunktion7) bildetjedeneffektivenEingangdesNeuronsj, unabléngig
davon, welcherWert g/ zugaviesenwird, auf ein Intervall [0, 1] ah Die so erhaltenen
Aktivitaten der verdecktenNeuronenwerdendannwiederumals Ausgangsgif3enan
dasOutput-Neurorweitelgeleitet.Zuvor werdensie jeweils mit dendemOutput-Neuron
vorgeschalteteGeawichten(w!:°; j = 1, 2, 3) multipliziert und zum effektivenEingang

desOutput-Neuronsufsummiert:

3
&=y w (8)
=1
Obwohl die zu prognostizierende®utputsim allgemeinemichtim Intenall [0, 1] lie-
gen,ist esunproblematischdal3die Aktivierungsfunktionemler verdeckterSchichtnur
Werteim Intervall [0, 1] generierendadie denNeuronerderverbogenenSchichtnach-
gelagerterGewichte (w!:°) jedenreellenZahlenwerannehmerkénnen Diesermbglicht



eine Skalierungder Ausgange auf daskorrekte Niveaul? AuRerdemwird hier fiir das
Output-Neurordie Aktivierungsfunktion

a’=e’+q° 9)

verwendet Das heildt, die Aktivitat des Output-Neuronga®) unterscheidesich durch
einenkonstanterWert (q°) vom effektivenEingang (e°) und entsprichtdem Ausgang
desNetzes— derzu prognostizierendreiserwartungp?).

Werdendie ParametederAktivierungsfunktionerig!, g2, g undg®) zusammemit
densechsGeawichten(w!"1, wl:C fiir j = 1, 2, 3)im Vektor® zusammengefalt,

0= (a%,w?,q", W, WA, o?, w2, WO, ¢’ W)

undsind alle ElementedesVektors® gegebenso kanndurchdasNetz jedemUmwelt-
zustandy; ein erwartetePreispf zugeordnetverden Die Erwartungsbildungler Firmen
kannuberdasneuronaléNetzerfolgen.Dieswird auchdeutlich,wenndasin Abbildungl
grafischdamgestellteneuronaléNetzalgebraiscHormuliertwird: 13
3
1 0

(10)

Mit Hilfe desneuronalemetzegq10) konnennunneuronaldPreiserwartungeabgebildet
werden.Wie gut dadurchdie rationalePreiserwartungsfunktiofb) approximiertwerden
kann, hangtentscheidendon den Elementendes Gewichtungsektors@ ah In diesem
Zusammenhangind die weitreichende\pproximationseigenschaftereuronaleNetze
von besonderernteresse:

Satz1 (Hornik, Stinchcombeund White (1989)) EinneuonalesNetzmiteinerverded-
ten Scicht bestehendws j Neuonen,fiir deren Aktivierungsfunktionedl (z) gilt, daR
lim,—,_wAl(2) = 1 undlimz_ ;. Al(z) = 0, kannjedeiiber einer kompakterMengede-
finierte stetigeFunktion beliebig genauapproximieen, soferndas neuonale Netzeine
hinreichendgro3eAnzahlverdedter Neuonenenthalt.

Satz1 gewahrleistet,daldein neuronales\etz existiert, durch dasdie rationaleErwar

tungsfunktion(5) im relevantenBereichperfektabgebildetwverdenkann.Im folgenden
Abschnitt3 soll nunzumeinenuberpiift werden,ob dashier verwendetéNetz geriigend
verdeckteNeuronerenthalt, umdie rationaleErwartungsfunktiozumindesapproxima-
tiv wiederzuggeben;zum anderersoll ein Lernalgorithmussorgestelltwerden,der die

entsprechenddalementedesVektors generiert.

12Bei neuronaléNetzen die filr komplexe Prognoseaufgabasingesetziverden jst essinnvoll die Inputs
und Soll-Outpus desNetzesdurchgeeignetd’reprocessing-affahrenauf ein einheitlicheNiveauzu nor-
mieren,umdie LernfahigkeitderNetzezu optimieren Auf dieseProblematikwvird hierabemichtabgestellt
(vgl. dazuBaun(1994,S. 148ff. und179ff.))

13Ein formal ahnlichstrukturiertesNetzfindetsichbei Blien und Lindner(1993,S. 502ff.).



3. Lernenmit neuronalenNetzen

Als Lerrverfahrenwird hier der Backpropagation-AlgorithmugerwendetFormal han-
delt essich dabeium ein Verfahrenzur Minimierung des Prognosefehlermittels des
GradientemerfahrensSeinenNamenerhieltdasVerfahrenweil der Prognosefehleaus-
gehendvom OutputdesNetzesriickwartsiiberdie verdeckteSchichtzum Input-Neuron
zuruckgetihrt wird, wobeidie entsprechende@ewichte und Parameteisukzessie kor-
rigiert werden(vgl. Hoffmann (1993, S. 75 ff.)). Ziel ist es, die Gewichte desVektors
0 so zu bestimmengdalRdie rationalePreiserwartungsfunktio(b) durch dasneuronale
Netz(10) moglichstgutapproximiertwird.

DerBackpropagation-Algorithmwsollin zweiSchrittervorgestelliwerden Zunachst
wird in Abschnitt3.1in einemvereinfachterSzenariodavon ausggangendaldenFir-
menein DatensebestehendusRealisationenlerUmweltvariablenu; unddenzugelri-
genPreiserim rationalenErwartungsgleichgeicht pi bekanntst. DiesesDatensetvird
zumTrainingdesneuronalemMetzesrerwendetumdie GrundiigedesBackpropagation-
Algorithmuszu verdeutlichen.

Danachwird in einemzweiten Szenarioim Abschnitt 3.2 bericksichtigt,daldden
FirmensolangekeinelnformationeniiberPreiseim rationalenErwartungsgleichgeicht
vorliegenkonnen,solangedurchdie neuronaleErwartungsbildungnoch Prognosefehler
begangenwerden.Dennnur der sich tatsachlich einstellendeMarktpreis p; ist von den
FirmenbeobachtbaDieserweichtabervom Preisp! im rationalenErwartungsgleichge-
wicht ab, wennPrognosefehleerfolgen.DieserSacherhaltwird als Forecast-Feedback
bezeichnetledePreiserwartunglie— beigegebenenumweltzustand; — groer(klei-
ner) als die rationalePreiserwartungenaf3 (5) ist, fuhrt dazu,dal3die Angebotsmenge
groRer(kleiner) ist als die zumrationalenErwartungsgleichgeicht getbrige Angebots-
menge.Dies hat zur Folge, dafl3am Markt nicht der Preis p, sondernein vom Erwar
tungsfehlebeeinfluRtergeringerehdherer)Preis( p;) zustand&ommt4 Deshalbwird
im Abschnitt3.2 dasneuronaléNetz mit solchendurchForecast-Feedbadieeinflul3ten
Marktpreisentrainiert. Es wird gezeigt,daRauchunter diesenerschwertenaberreali-
stischenBedingungerdie Preisentwicklungzon den Firmen nahezuperfektantizipiert
werdenkann.

3.1. Lernen ohneForecast-Feedback

Wie bereitsobenerlautert,wird in diesemAbschnittdavon ausggangendenFirmensei
ein Datensebestehen@usRealisationerder Umweltvariablenu; und denzugeldrigen
im rationalenErwartungsgleichgeicht resultierenderPreiserbekannt DiesesDatenset
bestehtius20DatenpaarefilrainingssetundwurdedurchdierationalePreiserwartungs-
funktion (5) generiert(vgl. Tabellel).

14Die Dynamikentsprichin inren GrundZigenderwohlbekanntei€obweb-Dynamik.



Tabellel1: TrainingssegemalGleichung(b)

[ 1 2 3 4 5 : 16 17 18 19 20
Ui 005 010 015 020 0.25 e 0.80 0.85 0.9 095 1.00
p! 306 486 594 663 7.11 871 876 881 885 8.88

Der Backpropagation-Algorithmulat nun die Aufgabe,dasneuronaleNetz so zu
trainieren(die Gewichte desVektors0 so zu setzen) dallimmer dann,wennein Input
(u) amNetzanliggt, dergemaR Tabellel zugetlbrige Soll-Output( p¥) erzeugwird.t®

Zuvor mufl3dasNetz aberinitialisiert werden,indemdie AnfangswertedesVektors
6 bestimmtwerden.Dies geschiehin vielen Fallen durchdasGeneriererentsprechen-
der Zufallszahlenfiir alle ElementedesGewichtungsektors.Hier werdendag@endie
Elementeg® = 3 sovie whC = w?© = w30 = 0 gesetztundnur die verbleibenderkle-
mentedes|nitialisierungs-\éktors8° werdenmit Zufallszahlenausdem Intervall [-10,
10] belegyt:16

8°=(3, 0, 8.842 —5.282 0, —1.309, 7.042 0, —1.148 0.528) (11)

Auf dieseWeisewird derlnitialzustanddesNetzesokonomischnterpretierbarwasdurch
Abbildung1 verdeutlichtverdernkann:Durchdie gesetzteewvichtebetiagtderefektive
EingangdesOutput-Neuronie,o = 213210- ai‘) immer null — unablangigvon der Akti-
vitat derverdeckterNeuronenDurchdie AktivierungsfunktiordesOutput-Neurongvgl.
Gleichung(9)) wird danndiesereffektiveEingangum g° = 3 erdht. Dadurchnimmtder
OutputdesNetzes(die Aktivitat desOutput-Neuronsunablangigvon der Aktivitat der
verdeckterNeuronenund folglich unabtangigvom Input desNetzeseinenWert von 3
an. Das Prognoseerhaltendes Netzesim Initialisierungszustanéhneltdem statischer
Preiserwartungen.

pie = N(ui,eo) =3 foralley (12)

Werdennun die Umweltvariablen(u;) der 20 DatenpaarelesTrainingssetsiachein-
andenalsinputsamNetzangel@t, soerrechnetlasNetz,stattderdurchdie rationalePrei-
serwartungsfunktiosorgegebenerPreise(vgl. pf in Tabellel), in allenFallen p® = 3 als
erwarteterPreis.Es werdenErwartungsfehlegeneriert.Diese Erwartungsfehlebilden

15ygl. fur denLernalgorithmuserlauterndeComputerSimulationerHeinemanmnd Lange(1997).

16zur Erzeugungler Zufallszahlenwurde die Funktion Random[Rea{-10,10}] desProgrammpaketes
Mathematic2.2verwendetSiewurdezuvor mit SeedRandom[45@jitialisiert,umdie Reproduzierbarkeit
desZufallsereignissesicherzustellen.



die Grundlager die FehlerfunktiorF (6, R, Ut):

1 t
F(e’ R, U) = i (N<uive>_ pﬁz
i:
2
1 t 3 1 o
= = —p 1
t;(g L+ exp(q - whiu) p') )
(pF—p)°
Dabeistehtt fur dieLangederZeitreihedesTrainingssetsghier:t = 20),U; fur denVektor
derUmwelteinflissg Ut = (ug, U, ..., W)) undR fur denVektor, derausdenjeweiligen

Umwelteinflissergena3(5) resultierendereise(R = (p3, p5,..., Bf)).
Mit Hilfe derobigenFehlerfunktiorkanndasLernzielals Optimierungsproblenfor-
muliertwerden:

mein F(8, R, U) (14)

Stelltmansich (13) als 11-dimensionaleBehlegebige (10 ElementedesGewichtungs-
vektors® als exogeneVariablenund denPrognosefehleF (6, R, U;) alsendogené/a-
riable)vor, sogilt es,b sozu bestimmengdalf3ein Minimum erreichtwird. Der Weg des
steilstenFehlerabstigswird in diesemGebigedurchdennegatven Gradientervon (13)
bestimmt:

220

~VF(0,R, W) = ZVN ui, 8) (pf— p;)
_ ZOZVN ui, 8) (pf —N(u;, 8)) (15)

Da samtlicheElementedesVektors8 sawie die desTrainingssetgU;, i) bekanntsind,
enthalt dernggative Gradient(15) nur numerischéVerte.Wird er mit einemhinreichend
kleinenSkalar derLernrateA, multipliziertundanschlieRenduminitialisierungs-\éktor
(8%) desNetzesaddiert,sowird der neueGewichtungsektor 8! bzw. dasdadurchmo-
difizierte neuronaleNetz eineni.d.R. geringererErwartungsfehlegenerierenDer hier
verwendeté ernalgorithmuskanndemzufolgen zwei Schrittendagestelltwerdent’

1. Ein Initialisierungs-\&ktor8° wird vorgegeben.

2. Der Parameterektor® wird ausgehensiom Initialisierungs-\éktor 8% n-malitera-
tiv aktualisiert:

N =0"1_\vF@"1 R, U) furn=1...n (16)

°)

1"Der hochgestellténdex gibt an,wie oft der Parametergktor 8 aktualisiertwurde.



Sofernn grol3genuggewvahltwurde,sinkt auf dieseWeiseder Fehlersolangebis appro-
ximativ ein lokalesErwartungsfehleMinimum erreichtwird. Ein weiteresTraining des
NetzedbringtkeinenennenswerteMerbesserungen.

DasErreicheneinesglobalenMinimumsist auf dieseWeiseallerdingsnicht garan-
tiert. Solltederverbleibendd-ehlerunakzeptabdiochseinunddurchweiterelterationen
nicht nennenswerzu senkersein,soist zu vermutendal3ein lokalesMinimum auf ho-
hemFehlernveauerreichtwurde.DannmuRmit andererAnfangswerteriiir 82 versucht
werden,ein anderesniedrigeredokalesMinimum odersogardasglobale Minimum zu
erreichen.

Abbildung 2: \erlaufder Trainingsphasé\ = 0.3).2
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4Dje gestrichelterKurven zeigendie rationalePreiserwartungsfunktiogenaf (5), die durchgezogenen
Kurvenzeigenjeweils die vom neuronalemetz (10) gelerntePreiserwartungsfunktion

Die Prognosequatit deshier untersuchtemetzeserscheinjedochhinreichendgut.
Wie die Abbildung 2 a — d zeigen,korvemiert die vom Netz gelerntePreiserwartungs-
funktion gegendie rationaleErwartungsfunktiorfs).

3.2. Lernenmit Forecast-Feedback

Im Abschnitt3.1 wurdedie rationaleErwartungsfunktior(5) durchdasneuronaleNetz
gelernthachdendasNetzmit Datentrainiertwurde,die durchdieserationalePreiserwar
tungsfunktiorgenerierivurden.Damitwird aberimpliziert, daf3die bei alternatvenWer-
tenderUmweltvariablenm rationalerErwartungsgleichgeicht resultierendeireisezu
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jederZeitvondenFirmenbeobachtbasind.Diesist abernichtderFall. Beobachtbasind
lediglich die gewdhnlichdurchPrognosefehlebeeinfluRteMarktpreise Deshalbsoll in
diesemAbschnittuiberpiift werden,ob die FirmendurchneuronaleErwartungsbildung
die rationalePreiserwartungsfunktio(b) auchdannapproximatv lernenkdénnen,wenn
ihnenals Trainingssenur solche durchForecast-FeedbadleeinfluRterMarktpreisezur
Verfiigungstehen'2

Dazuwird zunachstdasneuronaleNetz mit dengleichenGewichteninitialisiert, wie
im Abschnitt3.1. Dasheil3t,eswird fir die Ausgangssituatiom Periodel ein 8; unter
stellt,daseinekonstantd’reiserwartungon 3 generierivgl. auchAbbildung2 a). Daran
anschlieRenavird die zum Zufallswert® u; = 0.945 gelbrige Preiserwartungnit Hilfe
desneuronalerNetzesermittelt. Der erwartetePreisbetiagt, bedingtdurchdie entspre-
chenddnitialisierungdesNetzes p§ = 3. Dadurchwird p} unterscltzt(vgl. p; = 8.844
gemal3(5) fur u; = 0.945).Die Firmenbietenaufgrundihrer zu pessimistischeRreiser
wartungzu wenigan (vgl. x; = 3.175statt9.359gentR(2) fur p§ = 3 bzw p; = 8.844)
undderMarktpreis(pz)uberschie3p;. Er emibt sichgermaf3(4) furu; = 0.945und pf = 3
zu p; = 9.355.Nur dieserMarktpreisist in Verbindungmit demZustandder Umweltva-
riablefur die Firmenbeobachtbar

Am Endevon Periodel wird dasneuronaleNetz mit Hilfe desin Abschnitt3.1 vor-
gestelltenLernalgorithmusund den zur Verfligung stehenderDatentrainiert, um den
Parameterektor 6, zu generierenDas Trainingssetbestehtnur aus einem Datenpaar
(Uy = (0.945), P, = (9.355)). In Abbildung 3 aist dasErgebnisdesLernprozessegra-
fisch dagestellth = 0.3, h = 500)2° Die vom Netz generierteErwartungsfunktiorhat
sich zwar so verschobendal3ein Umweltzustandi = 0.945 approximatv eine Preisef
wartungvon p® = 9.355erzeugerwiirde,mit derrationalenPreiserwartungsfunktiomat
sieabernochnichtviel gemein.

Dies hat zur Folge, dal3zu Beginn der Periodet = 2, fur die ein Umweltzustand
up = 0.274 zufallig generiertwurde,vom Netz eine Preiserwartungon p$ = 9.454 er-
zeugtwird.?! Gleichung(5) und Abbildung 3 a zeigengleichermaRergaldamitderim
rationalerErwartungsgleichgeichtresultierend@®reisps = 7.287uberschtztwird, was
einUnterschieBedesmarktaumendefPreiseg, = 6.488im Vemleich zu p5 zur Folge
hat.

8ygl. fir ComputerSimulationerfirr denFall desLernenamit Forecast-FeedbadhkeinemanmundLan-
ge(1997).

19Die zufallswertefiir die Umweltvariablewurdenmit der Funktion Random[Rea(0.05,1] desPro-
grammpaketeblathematica?.2 erzeugtdie wiederummit SeedRandom[456hitialisiert wurde.

20Eine deutlichhdhereLernratefiihrt zu Overlearning wasbedeutetdaRdasneuronaleNetz dasTrai-
ningssetwarausgezeichnetpproximiertnicht aberdie zu lernende~unktion.Die ProblematikdesOver
learningsoll hier abernichtweitervertieftwerden(vgl. dazuZimmermanr(1994,S. 58 ff.)).

21vgl. N(up, 8,) aus(10)fur6, = (7.251,0.089,8.841, —5.282,0.020, —1.309,7.042,2.781, — 1.402 0.288)
undu, =0.274
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Abbildung 3: Lernenmit Forecast—-Eedbak (n=500/A = 0.3).2
a)t =2 b)t =3

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

U U

4Die gestrichelterkurven zeigendie rationalePreiserwartungsfunktiogenaf (5), die durchgezogenen
Kurvenzeigenjeweils die vom neuronalerNetz gelerntePreiserwartungsfunktiaru Beginn der Periodd,
alsonacht — 1 Beobachtungen.

Am Endevon Periode2 konnendie Firmenaufdie Erfahrungvon 2 Perioderzuriick-
greifen.DasNetzwird mit diesenWerten(U, = (0.9450.274) und P, = (9.355,6.488))
trainiert. Ergebnisist die in Abbildung3 b damgestelltePreiserwartungsfunktiorsie ap-
proximiertdie rationalePreiserwartungsfunktiomur unwesentlichbesserAbbildung3 ¢
gibt aberschoneineersteAnnaherungandie rationalePreiserwartungsfunktiofb) wie-
der, obwohldasTrainingsetediglich ausfiinf Datenpaarebestand.

Der denForecast-Feedbadberiicksichtigendd.ernalgorithmuskannfir einebelie-
bige Periodet (t > 0) auchformal daigestelltwerden.Dabeiist zu beriicksichtigendafd
derParameterektor6; sowvie die Vektorender VariablenU; und R am EndederPeriode
t bekanntsind. 6; ist am Endevon Periodet — 1 ermitteltbzw. firt = 1 gesetztvorden
unddie ElementederVektorenR bzw. U; sindam Endevon Periodet beobachtbaDer
Lernalgorithmusarbeitetin 4 Schritten:

1. Der ParameterektorderPeriodet + 1 wird initialisiert, indemihm der Parameter
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vektorderPeriode zugavieserwird:2?
et0+1 =6
2. Diein Gleichung(16) beschriebenkerationwird n-mal ausgeiihrt:

O, =01 L +AVF(O R,U) furn=1,2,...,M

3. Demfur die ErwartungsbildungelevantenParameterektor6;, ; wird derWertdes
Parameterektorsderletztenlteration8], ; zugaviesen:

n
9t+1 = et+1

4. WennderParameterektor6; . ; ermitteltist, kannbeigegebenenerymwelteinfluld
U1 mit Hilfe der Netzfunktion(10) der erwartetePreis pf, ; fur Periodet + 1
bestimmtwerden.Dieserfiihrt gemaf Gleichung(4) zum markttaumenderPreis
Pr+1 und erganztzusammenmit w1 die Zeitreihenzu B 1 undU, 1. Damitsind
die berdtigtenWertefur Periodet + 1 bekannundderLernalgorithmugkannerneut
bei Schritt1 beginnen.

DieserVorgangwurdehierfirinsgesam0 Perioderwiederholt Abbildung3 d zeigt
dasresultierendéNetz. Nach20 Beobachtungerist zu erkennengdal3sich rationaleund
neuronale€Erwartungemur unwesentlichunterscheiden.

Eszeigtsich zumindestir denhier untersuchterfrall, dal3Wirtschaftssubjektehne
KenntnisdesfunktionalenZusammenhangesvischenderzu schatzendervariablenund
dersie bestimmendeivariablendurchein neuronalesNetz Erwartungerbilden kdnnen,
dieapproximatv mit rationalerErwartungeriibereinstimmerDie Kenntnisdesgesamten
Modellsbzw. derrelevantenTheorieist nicht notwendig.Es reichtaus,dalRdie Firmen
die ausdenexogenenvariablen(u;) resultierendemarktpreise( pt) beobachtekonnen
unddaf3sie einenZusammenhangwischendiesenVariablenvermuten.

WeitereSimulationerhabengezeigt,dal3die PerformancelesNetzesnocherheblich
verbessenwverdenkann,z. B. indemweiter zuriickliegendeDatenentwedeiganzgestri-
chenodermit geringerenGewicht in der Fehlerfunktionberticksichtigtwerden.Da hier
aberdie Bedeutunginesneuronalemetzesur die Erwartungsbildun@nalysieriverden
soll und nicht die OptimierungdesLernalgorithmusist ausGriindender Ubersichtlich-
keit auf die ImplementierungineskomplexerenLernalgorithmuserzichtetworden.

22Dertiefgestelltendex gibt wie auchbeidenandererVariablendie Periodennummewiedet wahrend
derhochgestellténdex anzeigtwieviele IterationsschrittelesLernalgorithmusabsolviertsind.
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4. AsymptotischeEigenschaftenneuronalenLernens
4.1. Formale Analyse

Im voranggangenembschnittwurdeanhandvon Simulationerdagestellt,wie Firmen
mit Hilfe neuronaleNetzeErwartungerbilden konnen,die gegenrationalePreiserwar
tungenkorvergieren. Hier sollen Gber Simulationenhinaus notwendigeBedingungen
dafur abgeleitetwerden,dafldsolcheLernprozesséangfristig zu rationalerErwartungs-
bildungfuhren.

Aussageriiberdie KorvergenzdesVektors8 sind moglich, wenndie im vorange-
gangenerfbschnittunterstellteLernregel geringfigig abgevandeltwird: Eswird nicht
mehrunterstellt,dal3die Firmenam EndeeinerPeriodet samtlichebis dahinerfolgten
BeobachtungederUmweltvariablenunddermarktiaumendePreisezur Aktualisierung
der Gewichte heranziehensonderndal3sie lediglich die Beobachtungen; und p; zur
Modifikation von 6; und damit zur Erwartungsbildungn t + 1 verwendenAul3erdem
erfolgt in jeder Periodelediglich ein Iterationschrittzur Anpassungler Gewichte, das
heifl3tim weiterengilt n = 1. Darliberhinauswird die Annahmeeinerkonstanteriernrate
aufgeyebenund stattdesserineim Zeitablaufsinkendelernrateunterstellt.DieseMo-
difikationenermoglichenes, Resultatevon Ljung (1977)sowie Kuanund White (1994)
heranzuzieheumdie asymptotischei&igenschafteneuronalem.ernenszuanalysieren.

Unverandertwird angenommerdalidertatsachlichePreispt, wie im einganggormu-
liertenModell, eineFunktionderPreiserwartungep undeinerexogenenpeobachtbaren
Umweltvariablenu ist. Es gilt weiterhinpr = M(pf, ), allerdingswird keinespezielle
funktionaleFormfur die FunktionM unterstellunddie Umweltvariableu; kannbeliebige
Wertein einemabgeschlossenéntervall [uy, uo] annehmer?

Die Firmenbildenihre Preiserwartungf in Abhangigkeitvon der Realisationder
Umweltvariablenu; auf der Grundlagedes neuronalenNetzes,so daf3 pf = N(u, 6)
gilt. Wird unterstellt,dal3daszugrundeligendeneuronaleNetz m verbogeneNeuronen
enthalt, bestehder Parameterektor 6; ausinsgesamt = 3m+ 1 Gewichten.Wie oben
erwahnt,wird derParameterektor6; beiderhierbetrachtetehernrggelamEndevon Pe-
riodet alleinin Abhangigkeitvom Erwartungsfehleps — pf = pr — N(ut, 6;) modifiziert.
Esqilt:

Bt+1— 6t = Atr1 [VN(ue, B¢) (pr — N(u, 6t)]
= Aty1 [VN(t, 8t) (M(N(u, 8), U) — N(u, 6 )]
= Ag1l(w, ), (17)

Z3Alle im folgendendagestelltenAussageriassensich ohneweiteresauf den Fall einesVektorsvon
ZufallsvariableniibertragenDariberhinausist esohneweiteresmoglich, eineunbeobachtbar8trgrole
& hinzuzufigensodalp; = M(pf, u) +& gilt. Im weiterenwird derartigesusGrinderderVereinfachung
unterlasserivgl. hierzuKuanund White (1994).
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wobei fur die Lernrategilt, dalBA; = t7*, 0 < k < 1. Die FunktionL(w,6t) in (17)
ist nichtsanderesals der Gradientdesquadriertenjn t begangenerErwartungsfehlers
bediglich6;, dasheil3t,sieistanalogzu(15) zuinterpretierenZu beachteist, dalidemim
weiterenbetrachteteriernalgorithmug17) nunmehreine sinkendelLernrateunterstellt
wird. Dies bedeutetdalRdie ModifikationendesParameterektors@ auchunablangig
von denErwartungsfehlerrmmer geringerwerden waseinenotwendigeBedingungfuir
die asymptotischénalysedesL ernalgorithmusst.

Die Frageist, ob dasLerrnverfahren(17) asymptotisclzurationalenPreiserwartungen
der Marktteilnehmerfiihrt?# Dies ist allerdingsnur dannmoglich, wenn tiberhaupein
0 existiert, soda’N(u,8) = M(N(u, ), u) fur alle u, < u < U gilt.?> Eswird daherdie
folgendeAnnahmegetrofen:

Annahmel Esexistiert eine Menge®* r-dimensionaleiParametervektan, die ratio-
nalePreiserwartungemmplizieren,dasheil3t,fur alle 8 € ©* gilt N(u,8) = M(N(u, 8),u)
fur alle uy, < u < up.

Da aufgrundvon Satz1 bei einerhinreichendgro3enAnzahlverbogenerNeuronenm-
merein Netz existiert,dasAnnahmel geriigt, bedeutetlieseAnnahmedetztlich, daf3das
hier zugrundeligendeneuronaléNetz insofernkorrektspezifiziertist, alseseinehinrei-
chendeAnzahlverdeckteNeuronerenthalt.

Die Frage,ob die Marktteilnehmerasymptotisclrationale Erwartungenbilden, ist
gleichbedeutendnit der Frage,ob der Parameterektor 6; gemald der Lernregel (17)
asymptotisclyegenein 8 € ©* korvergiert. Nur wenndiesderFall ist, werdenasympto-
tischrationaleErwartungergebildet.

NunistderLernalgorithmug17),derdie zeitlicheEntwicklungdesParameterektors
0 beschreibtein nichtlinearesnicht-autonomesstochastischeBifferenzengleichungs-
systemgdesseriormaleHandhalbing nichtunproblematischst. Wie jedochLjung (1977)
zeigt, kann dasasymptotisché/erhaltenvon 6; genaf3 (17) unter hier erfullten Bedin-
gungendurchein deterministische®ifferentialgleichungssysteapproximiertwerden.
Diesedifferentialgleichungssysteist gegebendurch:

6=10(6) =Ey[L(u,0)] (18)

Die FunktionL(8) entsprichtdem Erwartungswerton L(u,8) bediglich u bei gegebe-

24Esist nichtausgeschlossedalmultiple rationaleErwartungsgleichgeichteexistieren.

257u beachtenst, daRderentsprechendBarametergktor nicht eindeutigbestimmtist. Im hier verwen-
detenNetz(10)weisenalle verdeckterNeuroneridentischeAkti vierungsfunktonenauf, sodal3durchein-
facheTransformatiordesParametergktorseinebeobachtunggjuivalenteFunktiongenerieriverderkann.
Liegt beispielsweisélir einNetzmit einemverdeckterNeuronein Parametergktor 8% = (q°, w©, gt w'1)
vor, sogilt mit 85 = (q° + w0, —w© —qgt —wh1), da’N(u,85) = N(u,6%) furalleu, < u < Uo.
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nem®.2% Zu beachterist, daRR (17) ein stochastischeBifferenzengleichungssysteist,
wahrenddas Differentialgleichungssystei8) deterministischst. Die angesprochene
Approximationsowie derenEigenschaftergeltendeshalbnur im wahrscheinlichkeits-
theoretischersinn.Weil im hier betrachteteModell nur eineexogeneVariablevorliegt,
geriuigt es zu unterstellendal3w, fur alle t die Realisationeiner unablangigund iden-
tisch verteiltenZufallsvariablenist, um die beschriebenépproximationverwenderzu
konnen?’

Fur die ApproximationdesAlgorithmus(17) durchdasDifferentialgleichungssystem
(18) gilt folgendegqvgl. Ljung (1977),KuanundWhite (1994)):

(a) Asymptotischstimmendie Zeitpfadefir die Parameterektorerngemaf3(17) mit den
TrajektoriendesDifferentialgleichungssystenis8) uberein.

(b) Sofern6; aus(17) furt — co korvemiert,danngegeneinenstatiorarenPunktvon
(18).

(c) Esbestehinur danneinepositve Wahrscheinlichkeitlafur, da8; gemaf3(17) ge-
geneinenstatiorarenPunktvon (18) korvergiert, wenndieserstatiorare Punktlo-
kal stabilist.?8

Wie (b) verdeutlicht miisserlediglich die statiorarenPunktedesDifferentialgleichungs-
systemg18) betrachtetverden,um Aussageriiberdie moglicheKonvergenzdesLernal-
gorithmus(17) treffen zu konnen.Aufgrund von Annahmel sind einige solcherstatio-
narenPunktebereitsbekannt:Fur alle Parameterektorend € ©*, alsofir alle Parame-
tervektoren die rationaleErwartungerimplizieren, gilt M(N(u, 8),u) = N(u,8) fur alle
Uy < U< Ug, SO daBE(e) = 0. Nur diesestatiorarenPunktedesDifferentialgleichungs-
systemgq18) sind von Interessewenndie KonvergenzgegenrationaleErwartungerun-
tersuchtwerdensoll. Zusammemit (c) folgt, daRder Parameterektor 6; genafl3 (17)
nurdanngegenein 8 € ©* korvegierenkann,demnacmur dannasymptotischrationale
Preiserwartungeresultiererkdnnen,wenndie statiorarenPunkted ¢ ©* desDifferen-
tialgleichungssysten(4.8) lokal stabilsind. Es ergibt sich somit:

26EineBegrindungfir die Gliltigkeit derApproximationist hier nichtmoglich, dadieseformal rechtauf-
wendigist. AusfihrlicheBeschreibngenund konomischéAnwendungerdeshier verwendeterAnsatzes
findensichz. B. bei Marcetund Sagent(1989)sowvie Sagent(1993).

2'Das Modell ist dannaquivalentzu demvon White (1989) betrachteteModell. Allerdings liegt hier
im Gegensatzu White (1989)Forecast-Feedbaalor. White (1989) zeigtausfihrlich, daf3dervon Ljung
(1977)entwickelteFormalismusauf diesedModell anwendbaist.

28Unter der Stabilitat einesstatiorarenPunktesist hier und im weiterenimmer Stabilitatim Sinnevon
Lyapuna zu verstehen.
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Satz2 Die Wahrsdeinlichkeit,daR8; genal3 (17) asymptotisic gegenein 8 € ©* kon-
vemiert, ist dannpositiy wenndie Matrix der partiellen Ableitungen:

= — vi() (19)
nur Eigenwertamit ngyativenRealteilenbesitzt.
Aus (18)folgt:
J(8) = E, {VZN IM(N(u,8),u) — N(u,8)] + (VN IN') [Mp(N(u,8), u) — 1]}

Hierbeigilt VN = vN(u,0) savie V2N = v?N(u,8). M, bezeichnetlie partielleAblei-
tungder FunktionM( p®, u) nachder Preiserwartung®. WegenM(N(u,8),u) = N(u, 6)
fur @ € ©* folgt daraus:

J(8) = Ey{ (YNYN') [Mp(N(u,0),u) — 1]} (20)

Da J(8) einesymmetrischeMatrix ist, ist die Bedingung,dafl@ ein stabilerstatiorarer
Punktvon (18) ist, gleichbedeutendamit, daf3J(8) negativ definitist. Leiderlaltsich
dieseBedingungnicht einfachiiberpiifen: Zwar ist E;{ YNVN'} positiv definit, wenn
dasneuronaléNetzkeineredundantenerdeckterNeuronerenttalt.2® Damitkannjedoch
nichtnotwendigerweisaufdie Eigenschaftemon J(8) geschlossewerden Eskannaber
zumindesteine notwendigeBedingungfur die Stabilitat von 6 abgeleitetwerden:J(6)
ist nur dannnegatv definit, wennalle Hauptdiagonalelementesgatyi sind. Nun ist das
ersteElementdesVektors ein absolutesGlied (vgl. Gleichung(10)), so dal3einesder
ElementedesVektorsvN gleicheinsist. Einesder Hauptdiagonalelement®n J(6) aus
(20)ist dahergegebendurchEy [Mp(N(u, 8),u) — 1.

Somitist E, [Mp(N(u,8),u) — 1] < 0 eine notwendigeBedingungdafur, daf36 ein
stabilerstatiorarerPunktdesDifferentialgleichungssysten($8) ist und esresultiertals
notwendigeBedingung iir die Kornvergenzvon 6;:

Satz3 Es sei 8 ein Parametervektorbei demrationale Preiserwartungerresultieen,
sodalN(u,0) = M(N(u,8),u) fur alle uy, < u < uo. Es bestehinur danneine positive
Wahrsdeinlichkeitdafur, daR6; gen@f3(17)asymptotiske gegend € ©* korvemiert, wenn
Eu [Mp(N(u,0),u)] < 1 gilt.

29RedundanteerdeckteNeuroneriiegenvor, wenndie unbekanntéunktionmit Hilfe von m verdeck-
ten Neuronerperfektapproximiertwerdenkann,tatéchlichjedochn > mverdeckteNeuronenverwendet
werden.In diesemFall liegt ein Problemvor, dasdemder Multikoll ineari&tim klassischerdinearenRe-
gressionsmodetfiichtundhnlichist. LiegenredundanteerdeckteNeuronervor, sindeinzelneElementales
VektorsvN identisch,sodaRJ(8) Eigenwertebesitzt,derenRealteilegleich null sind (vgl. White (1989,
S.143)).
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Satz 3 erfordert,dal3der Erwartungswerter Ableitung des Marktpreisesnachder
Preiserwartung[Mp(pf, U )] im rationalenErwartungsgleichgeicht — mit pf = p* =
N(ut,8) — kleineralseinsist. Diesist einenotwendigeBedingungdaifur, daf3ein 6 € ©*
einlokal stabilerstatiorarerPunktdesDifferentialgleichungssysten(s8) ist, alsodatfur,
daflldie Wahrscheinlichkeitdal36; gemaf3(17)furt — oo gegen0 korvergiert, positwv ist.

Die in Satz3 genanntdBedingungkanninhaltlich wie folgt interpretiertwerden:Der
Lernalgorithmug17) sogt dafur, daBimmerdann,wenndasneuronaleéNetzbeigegebe-
nemu und6; einePreiserwartundN(u, 6:) generiertdie dentatsachlichresultierenden
Preis(unter) Uberschtzt, der Parameterektor so modifiziert wird, dafbei diesemu
einenunmehrgeringere(groRere)Preiserwartungesultiert.Bei unverandertemu; kann
einestandigeWiederholungdiesesvorgangsnur danndie fur diesesu; korrektePreiser
wartungliefern, wenn Mp(p*,u) < 1 gilt. Nur dannwird die Differenzzwischendem
erwarteterund demtatsachlichenPreisim Zeitablaufgeringer Nun ist jedochu; nicht
konstantsonderreine Zufallsvariable,so daRessichauchbei der Ableitung Mp(p*, ut)
umeineZufallsvariablehandeltVondahererfordertdie KonvergenzdesLernalgorithmus
(17), dalkdieseStabilitatsbedingungn Erwartungswererfillt ist.

DieseBedingungkannrechteinfachinhaltlich erlautertwerden Schauemnvir unsdazu
diefolgendeAbbildungan.

Die AbbildungzeigtdentatsachlichenPreisin Abhangigkeitvon derPreiserwartung
bei gegebenemSchocku. Die FunktionM hatim vorliegendenFall bei der rationalen
Preiserwartungine Steigungdie grof3erals Einsist, dasheifl3t,die ebendagestellteBe-
dingungist nichterfullt.

Wennnunbeispielsweiséie Preiserwartung$ vorliegt, soresultiertdertatsachliche
Preisps, dasheiRtdie Erwartungp§ stellt sichals zu hochherausDer hier unterstelite
Lernalgorithmuswird in einemsolchenFall die Gewichte so anpassergal3hinterherbei
diesemu eine geringerePreiserwartungyeneriertwird. Die Folge ist jedochwie man
sieht,dal3sichdie Preiserwartungewvon derrationalenPreiserwartungprtbevegen.

Esistrelatv leichtzuzeigengdalRdiesenotwendigeKorvergenzbedingung unserem
vorhin betrachtetelobweb-Modelkerfillt ist.

Essollte beachtewverden,dal3die in Satz3 genanntBedingungunabtangigdavon
ist, ob ein neuronale®Netz oderein andered/erfahrenzum Lernender Preiserwartungs-
bildung eingesetzwvird: Da die FunktionN(8, i) fur alle 8 € ©* annahmgenafratio-
nalePreiserwartungsbildunignpliziert, beziehtsichdieseBedingungganzallgemeinauf
die Eigenschaftemler FunktionM(pf, u) in der Umgelung desbetrachtetemationalen
Erwartungsgleichgeichts. Somitist esletztlich von denEigenschaftenlesunterstellten
Modells abhangig, ob asymptotisctrationale Erwartungsbildungerlernt werdenkann.
Beispielsweisemibt sichfur dasin Abschnitt2.1formulierteCobweb-Modelldal3:

1
V24 6U+ 15902 — 21+ 6u+ 15912

Mp(p*, u) =
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Fur alleu € (0, 1] gilt somitMp(p*,u) < 0 unddie notwendigeBedingungfiir die Kon-
vergenzdesLernalgorithmug17)wird durchdasbetrachtetéModell erfullt.

Solltedie BedingungausSatz3 nichterfullt sein,dannist esim Rahmerdeshier be-
trachteterModellsnichtmoglich, mittelseinesneuronalemMetzesasymptotischiationale
Erwartungsbildungulernen.SelbstwennSatz3 erfillt ist, folgt darausallerdingsweder
die lokale Stabilitat von 8, noch,dal36; mit Sicherheiigegen® korvemgiert. Letztereser-
fordert,dal30 ein lokal stabilerstatiorarerPunktdesDifferentialgleichungssystenis8)
ist und zudem,daRRsich 8; mit Wahrscheinlichkeieinsunendlichhaufigin einerUmge-
bung diesesstatiorarenPunktesbefindet,ausder alle Trajektorienasymptotischn den
statiorarenPunktminden.Nur unterdiesenBedingungerkorvemiert 6; mit Sicherheit
gegend. EntsprechendeinreichenddBedingungeritr die sichereKorvergenzvon 6; ge-
genein 8 € ©* konnenformuliert werden,wennder Lernalgorithmug17) modifiziert,
dasheil3tLjung (1977)folgendum eine sogenanntérojektionseigenschafprojection
facility) erweitertwird.%° Die entsprechendBrojektionstellt sicher daRder Parameter
vektor6; denAttraktionsbereicteinesstatiorarenPunktes nicht verlaldt,sodalR6; mit
Sicherheigegen6 korvemgiert. Inhaltlich bereitetdieseProjektionseigenschadtlerdings
ProblemeWird wie hier davon ausggangendal3die FirmendenLernalgorithmusrer-
wendenum dasBildenvon Preiserwartungenu lernen,dannsindesdie Firmen,die die
angesprochenrojektiondesParameterektorsvornehmenWie jedochbeispielsweise
Zenner(1996)bemerktdirfte esdenFirmenohneKenntnisdeswahrenModellsschwer
fallen,dieseAufgabezulosen Esseidenn siekennerdaswahreModell — dannexistiert
allerdingskein Lernproblemmehr

5. SchluRbemerkungen

AusgangspunkiiesvorliegenderPapierswar die Frage inwieweit neuronaléNetzedazu
genutztwerdenkonnen die Erwartungsbildungon Firmenim Rahmereineseinfachen,
andenCobweb-Rll angelehnteModellszu beschreibenZu diesemzZweckwurdeeine
spezielleForm neuronaleNetze— sog.feedforwardNetzemit einerSchichtverdeckter
Neuronen— herangezogerieseKlasseneuronaleNetzezeichnetsich durchweitrei-
chendeApproximationseigenschaftaus verfugtalsotibereinegrof3eFlexibilit at, die es
ermbglicht, verschiedenstéusammeningezwischernrelevantenvariablenabzubilden.
EskonntezunachstanhanceinesSimulationsbeispielgezeigwerdendalidie Firmen
im betrachteteModell mittelseinessolchemeuronalemMetzeszumindestangfristigEr-
wartungenbilden, die sich kaumvon denentsprechenderationalenErwartungerunter
scheidenLetzteredgst insofernbemerkenswergls dasBilden rationalerErwartungernn
der Reyel ein aul3erordentlichegorwissender Wirtschaftssubjektdeziglich ihrer oko-
nomischrelevantenUmwelterfordert,welchesm Rahmerdeshier betrachteteiModells

3OFur eineausfihrliche DiskussiordieserProjektionseigenschadteheMarcetund Sagent(1989).
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geradenichtvorausgesetavurde.

Da ein Simulationsbeispiekeine weitreichenderchluf3folgerungerzulaldt, wurde
versucht,allgemeineAussageniber die asymptotischertigenschaftersolchenneuro-
nalen Lernensabzuleiten.Eine besondereRolle spielt hierbei das mit dem betrachte-
ten Lernalgorithmusassoziertdifferentialgleichungssysterdasherangezogewerden
kann,umdie fraglichenasymptotischekigenschafterzu beschreiberDie Analysedie-
sesDifferentialgleichungssystenesmbglicht es, allgemeineBedingungerzu formulie-
ren,die erfullt seinmissendamitdie FirmenasymptotiscldasBildenrationalerPreiser
wartungeriernen.

Anzumerkenst, dal3bei derformalenAnalyseneuronalelErwartungsbildunginter
stellt wurde,dasneuronaleNetz konnedie fragliche rationaleErwartungsfunktiorper
fekt approximierenDiese Annahmeist gleichbedeutendhit der Annahmeeiner— im
Hinblick aufdie AnzahlderverdeckterNeuronen— korrektenSpezifikatiordeszugrun-
deliegendemeuronalerNetzes.SoferndieseAnnahmenicht erfillt ist, sind die Firmen
auchmittelseinesneuronalemNetzesnichtin derLage,asymptotiscliationaleErwartun-
genzu bilden.Allerdings konnensie wie im betrachteteisimulationsbeispieheuronale
Erwartungerbilden,die rationaleErwartungerhinreichendyut approximieren.

Einehinreichendyute ApproximationrationalerErwartungerdurchneuronaleNetze
bedeuteaber daldneuronaleErwartungerzumindestanrahernddie gleichenErgebnis-
se henorbringenwie rationaleErwartungen— ohnedaf3 die unrealistischeAnnahme
vollstandigerinformationerforderlichist.
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