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Zusammenfassung

Dieser Aufsatz analysiert das Standortplanungsproblem in der Ebene mit stiick-
weise linearen bzw. stiickweise konstanten Transportkosten, die an praxisre-
levante Frachtsatztabellen angelehnt sind. Fiir diese nicht-differenzierbaren
Transportkostenfunktionen werden einstufige und dynamische Verfahren der
Linearisierung vorgestellt, die auf Durchschnitts- und Grenzkostenapproxima-
tionen basieren. Diese Verfahren werden in einer umfangreichen numerischen
Untersuchung mit Ergebnissen verglichen, die sich durch Approximationen der
Transportkostenfunktionen mittels linearer und geometrischer Regression er-
geben. Die numerischen Untersuchungen zeigen, dass die dynamischen Linea-
risierungen sehr gute Resultate liefern, wobei die relative Abweichung von den
minimalen Transportkosten von der Anzahl betrachteter Abnehmerorte und
der jeweils verwendeten Initialisierung abhéngt.

Abstract

This paper analyzes the Steiner-Weber-Problem with piecewise linear or piece-
wise constant transportation costs. These non-differentiable cost functions are
analyzed using different one-step and dynamic linearization methods, which
are based on approximations via average and marginal costs. An extensive nu-
merical study compares these approaches with solutions based on linear and
geometric regressions of the cost functions. In the numerical examples the dy-
namic linearization approaches give results near the optimal solutions. The
relative deviations of the transportation costs of the approximated solutions
to the minimal costs depend on the initialization of the dynamic approaches
and improve as the number of demand points increases.
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1 Einleitung

Das klassische Steiner-Weber-Problem betrachtet die Bestimmung eines trans-
portkostenminimalen Standortes in der euklidischen Ebene, von dem aus eine
gegebene Anzahl an Kundenorten oder Abnehmerzentren beliefert wird (ver-
gleiche z.B. Drezner et al. (2002)). Im Steiner-Weber-Problem in seiner ur-
spriinglichen Form werden entfernungsunabhéngige Transportkostensitze je
Mengen- und Entfernungseinheit unterstellt, so dass sich fiir jeden Abnehmer-
ort eine von der Entfernung linear abhdingige Transportkostenfunktion ergibt,
vergleiche Abbildung 1. Eine iterative Losungsmethode steht mit dem Verfah-
ren von Weiszfeld (1937) bzw. dessen Modifikation (Hyperboloid-Approximati-
on) zur Verfiigung (vergleiche Domschke und Drexl (1996)). Die Anwendun-
gen und Erweiterungen des Steiner-Weber-Problems in der betrieblichen Pla-
nung sind vielfiiltig, vergleiche z.B. Eiselt (1992), und werden in der wissen-
schaftlichen Literatur intensiv diskutiert, siehe die ausfithrlichen Uberblicks-
darstellungen in Wesolowsky (1993), Plastria (1993), Drezner et al. (2002) und
Hale und Moberg (2003).
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Abbildung 1: Lineare und affin lineare Transportkostenfunktion

Die im klassischen Steiner-Weber-Problem unterstellten entfernungsunab-
héngigen Transportkostensétze bilden jedoch reale Entscheidungssituationen
nur ungenau ab, da mit diesen z.B. keine Groflendegressionseffekte (Economies
of Scale) modellierbar sind.!

Solche Effekte lassen sich z.B. durch die Verwendung geeigneter nicht-
linearer Transportkostenfunktionen modellieren. Nichtlineare, jedoch stetige
und differenzierbare Kostenfunktionen werden z.B. in Cooper (1968), Bloech
(1970) und Tempelmeier (1980) analysiert. Dabei muss die Transportkosten-
funktion weder konvex noch konkav sein, vergleiche die in Abbildung 2 skiz-
zierten Kostenfunktionen. Die Differenzierbarkeit ermoglicht zwar die Anwen-
dung des iterativen Weiszfeld-Verfahrens, jedoch kann dieses abhéingig vom
gewihlten Startpunkt in ein lokales Optimum konvergieren, vergleiche z.B.
Tempelmeier (1980). Fiir nichtlineare stetige Kostenfunktionen analysieren

Wergleiche z.B. Fleischmann (1993) und die Diskussion nichtkonvexer Zielfunktionen in
Domschke (1997).



Hansen et al. (1985) und Drezner und Suzuki (2004) geometrische Branch
& Bound-Verfahren.
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Abbildung 2: Stetige und differenzierbare Transportkostenfunktionen

In der Praxis werden haufig die in Abbildung 3 skizzierten stickweise li-
nearen oder stickweise konstanten Transportkostenfunktionen unterstellt. Fiir
verschiedene Entfernungsintervalle liegen somit jeweils konstante Transport-
kostensétze vor. Dieser Kostenstruktur folgen z.B. auch der Reichskraftwagen-
und der Giiterfernverkehrstarif, der bis 1994 in Deutschland galt und seitdem
Empfehlungscharakter besitzt (siche Fleischmann (1993), Cardeneo (2003) und
0.V. (2007)). Fiir diese unstetigen bzw. nicht-differenzierbaren Transportkos-
tenfunktionen konnen die oben erwdhnten Verfahren nicht direkt angewandt
werden. Tempelmeier (1980) beschreibt, dass aus Frachtsatztabellen mittels
Regressionsrechnung stetige und differenzierbare Kostenfunktionen abgeleitet
werden konnen, so dass das Weiszfeld-Verfahren anwendbar ist. Eine direkte
Beriicksichtigung stiickweise linearer oder stiickweise konstanter Transportkos-
tenfunktionen wird in der wissenschaftlichen Literatur nicht explizit diskutiert.
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Abbildung 3: Stiickweise lineare und stiickweise konstante Transportkosten-
funktionen

Im vorliegenden Aufsatz wird fiir stiickweise lineare bzw. stiickweise kon-
stante Transportkostenfunktionen gezeigt, dass die Losungen dieses Standort-
planungsproblems mit dem in der Praxis héufig zu beobachtenden Ansatz li-
nearisierter Transportkosten deutlich vom Optimum abweicht. Um stiickweise
lineare bzw. stiickweise konstante Transportkostenfunktionen zu berticksichti-
gen, werden verschiedene Verfahren der dynamischen Linearisierung entwickelt
und deren Ergebnisse numerisch mit den Ergebnissen der linearen und geome-
trischen Regression verglichen.



Der Aufsatz gliedert sich folgendermaflen: Im zweiten Kapitel wird das un-
tersuchte Steiner-Weber-Problem mit stiickweise linearen bzw. stiickweise kon-
stanten Transportkostenfunktionen formal beschrieben und ein Entscheidungs-
modell aufgestellt. Die Losung des Spezialfalls von Transportkostenfunktionen,
die aus einem entfernungsunabhéingigen Bestandteil und aus einer linearen
Funktion der Entfernung zusammengesetzt sind (affin lineare Transportkosten-
funktion im rechten Teil der Abbildung 1), wird auf die Losung des klassischen
Steiner-Weber-Problems (linker Teil der Abbildung 1) zuriickgefiihrt. Verschie-
dene Linearisierungsanséitze fiir stiickweise lineare und stiickweise konstante
Transportkostenfunktionen werden in Kapitel 3 herausgearbeitet. Neben der
Linearisierung mit der einstufigen Durchschnittskostenapproximation, bei der
eine lineare Transportkostenfunktion die nichtlineare Funktion approximiert,
werden verschiedene iterative Verfahren der dynamischen Linearisierung ent-
wickelt, die auf Durchschnitts- oder Grenzkostenapproximationen basieren. In
Kapitel 4 werden die Ergebnisse der Linearisierungsverfahren in einer umfang-
reichen numerischen Analyse mit Ergebnissen verglichen, die sich durch Ap-
proximationen der einzelnen Transportkostenfunktionen mittels linearer und
geometrischer Regression ergeben. Einen Ausblick auf mogliche Erweiterun-
gen der diskutierten Ansétze gibt Kapitel 5.

2 Problembeschreibung und Modellformulie-
rung

2.1 Beschreibung der Transportkostenfunktion

Fiir das Steiner-Weber-Problem sind ¢ = 1, ..., n Kundenorte oder Abnehmer-
zentren mit euklidischen Koordinaten (z;,1;) und dem jeweiligen Bedarf w;
gegeben. Gesucht ist ein diese n Abnehmerorte beliefernder transportkosten-
minimaler Standort (z,y) in der euklidischen Ebene. Im klassischen Steiner-
Weber-Problem ergibt sich mit dem Transportkostensatz p (je Mengen- und
Entfernungseinheit) bei euklidischer Entfernungsmessung die Zielfunktion

Minimiere Zp w; - dist; = Zp cwp (T —3)2+ (y—v)2. (1)

i=1 i=1

Diese fiir jeden Standort ¢ von der Entfernung dist; linear abhéngige Transport-
kostenfunktion wird in diesem Aufsatz durch eine realitdtsnéahere stiickweise li-
neare bzw. stiickweise konstante Transportkostenfunktion ersetzt, deren Struk-
tur mit dem Giiterfernverkehrstarif vergleichbar ist. Der numerischen Untersu-
chung in diesem Aufsatz liegt eine Frachtsatztabelle zu Grunde, die im Rahmen
des ILIPT-Projektes (www.ilipt.org) ermittelt wurde und auf Praxiserfahrung
der 4flow AG basiert. Dieser Tarif beriicksichtigt so genannte Teilladungen,



bei denen nicht die gesamte Ladekapazitéit eines LKWs fiir einen Abnehmer-
ort benotigt wird (LTL: less than truck load), so dass sich fiir verschiedene
Transportvolumina die in Abbildung 4 dargestellten Treppenfunktionen erge-
ben. Fiir alle 22 Klassen von Transportvolumina sind die Transportkosten in
Tabelle 5 im Anhang zusammengestellt.
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Abbildung 4: Ausgewéhlte Transportkostenfunktionen

Die zu minimierende Gesamtkostenfunktion c(z,y) = >""", ¢;(z,y) in Ab-
hangigkeit der (z,y)-Koordinaten des gesuchten Standortes ist in diesem Fall
eine Summe aus Treppenfunktionen, die kein eindeutiges Minimum besitzen
muss. Abbildung 5 zeigt die Hohe der gesamten Transportkosten in Abhéngig-
keit der (z,y)-Koordinaten des gesuchten Standortes eines Beispiels mit fiinf
Nachfrageorten (0,0), (0,700), (700,0), (700,700) und (1,591) und jeweiligen
Bedarfen bis 1.5m?. Auf Grund der unterstellten Treppenfunktionen ergeben
sich verschiedene Isokostenflichen als Tableaus mit identischen Kostenwerten,
an deren Réandern die Transportkostenfunktion nicht stetig und somit nicht
differenzierbar ist.

2.2 Formulierung als Entscheidungsmodell

In diesem Abschnitt wird ein nichtlineares gemischt-ganzzahliges Entschei-
dungsmodell fiir das Steiner-Weber-Problem mit stiickweise linearen bzw. stiick-
weise konstanten Transportkostenfunktionen aufgestellt. Dazu wird die Model-
lierung des Warehouse-Location-Problems mit transportleistungsabhéngigen
Offnungskosten aus Holmberg und Ling (1997) auf die Modellierung stiickweise
linearer bzw. stiickweise konstanter Transportkostenfunktionen iibertragen.
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Abbildung 5: Isokostenflichen der Gesamtkostenfunktion
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Abbildung 6: Entfernungsabhéngige stiickweise lineare Transportkostenfunkti-
on fiir einen Abnehmerort ¢ (in Anlehnung an Holmberg und Ling (1997))

Eine allgemeine stiickweise lineare und nicht stetige Transportkostenfunk-
tion ¢;(t) fir einen Abnehmerort i bei gegebener Nachfrage w; in Abhéngigkeit
der Entfernung ¢ vom neu einzurichtenden Standort zeigt Abbildung 6. Diese
Transportkostenfunktion lésst sich so fiir [ = 1,..., L Entfernungsintervalle
zerlegen, dass diese in jedem Intervall linear verlduft. Die Lange des [-ten In-
tervalls (£, #] sei mit At! = ¢ — ¢! bezeichnet, wobei t? = 0 gilt. Fiir
eine Entfernung ¢ € (/7% #] innerhalb des [-ten Intervalls lisst sich die Trans-



portkostenfunktion als lineare Funktion mit Fixkostenteil f! und Anstieg p!
ausdriicken, also ¢;(t) = f! + pl -t fiir t € (£, ). Fiir reine Treppenfunktio-
nen wird der Anstieg Null gesetzt.

Um das Entscheidungsmodell formal aufzustellen, wird im Folgenden eine
Zerlegung der Kostenfunktion beschrieben, die fiir jedes Entfernungsintervall
die Anderungen des Kostenfunktionswertes aufsummiert. Dazu sei Af! die
Hohe des Sprunges der Transportkosten beim Erreichen des Intervalls [. Diese
betrigt Af! = fl— f7 4 (ph—pl )i~ wobei fiir das erste Intervall Af} = f}
gilt. Im Folgenden sei dist; die eukhdlsche Entfernung des gesuchten Standortes
(z,y) zum Nachfrageort (z;, ;) und d! die dabei im [-ten Intervall zuriickgelegte
Entfernung. Liegt die Entfernung dist; innerhalb des [-ten Intervalls, so betragt
d' gerade dist; —t.~'. Fiir alle davor liegenden Intervalle [ < [ entspricht d’ der
Intervalllinge At!. Die Binérvariable 4! nimmt den Wert 1 an, wenn die Distanz
dist; in das Intervall [ hineinragt und Null anderenfalls. Damit ist §! genau dann
Null, wenn d! Null ist und sonst Eins. Mit diesen Parametern und Variablen
ergibt sich der Wert der Kostenfunktion ¢;(dist;) fiir den Nachfrageort i bei
gegebener Entfernung dist; zu

~

ci(dist;) Z dipl + AflY . (2)

=1

Dies fiihrt zum Optimierungsproblem:

Minimiere Z Z dipt + Afloh (3)

=1 [=1

unter Beachtung der Nebenbedingungen

\/(w_xi>2+(y_yi>2 :Zdi Vie{lv"'vn} (4)

d < At Vie{l,...,n}, Vi€ {1,...,L}
dt > At Vie{l,...,n}, Vle{l,..., L}
5 €{0,1} Vie{l,...,n}, Vle{l,...,L}
z,y,d. >0 Vie{l,...,n}, Vie{l,...,L}

A~ /S I/~
D
~— — ~— ~—

8

Gleichung (4) fordert fiir jeden Abnehmerort i, dass die Summe der in
den einzelnen Intervallen zuriickgelegten Entfernungen der euklidischen Ge-
samtdistanz entspricht. Die Ungleichungen (5) erzwingen, dass d! nicht gréBer
sein darf als die dazugehorige Intervalllinge. Die Ungleichungen (6) bewir-
ken, dass die Distanz des (I — 1)-ten Intervalls mindestens so groff ist wie
die Intervalllinge, wenn das darauf folgende Intervall [ genutzt wird. Wird
das [-te Intervall genutzt, so folgt durch Ungleichungen (5) und (6) fiir das
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Vorgéngerintervall dﬁ_l = Ati-_l. Die Kombination der beiden Ungleichungen
zwingt die bindren Entscheidungsvariablen ¢! fiir benutzte Intervalle [ auf den
Wert 1.

Damit stellt das Steiner-Weber-Problem mit stiickweise linearen bzw. stiick-
weise konstanten Transportkosten ein gemischt-ganzzahliges nichtlineares Op-
timierungsproblem dar, fiir welches keine allgemeinen Verfahren zur exakten
analytischen Losung zur Verfiigung stehen.

2.3 Losung fiir lineare Kostenverlaufe mit entfernungs-
unabhingigen Kosten

Die in den folgenden Abschnitten diskutierten Linearisierungsansétze konnen
zu linearen Transportkostenfunktionen mit entfernungsunabhéngigen Kosten
fithren. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie dieser Spezialfall auf das klas-
sische Steiner-Weber-Problem zuriickgefithrt werden kann. Dabei lassen sich
zwei in der Praxis zu beobachtende Félle der Beriicksichtigung entfernungsun-
abhéngiger Kosten bei einer Entfernung von ¢ = 0 unterscheiden:

(i) Entfernungsunabhingige Kosten fallen immer an, es gilt somit
ci(t) = fl +pit fiirt >0, (9)

Dieser Fall lésst sich z.B. beobachten, wenn unabhéngig von den Stand-
ortkoordinaten Kosten anfallen. Da diese Kosten an allen Abnehmerorten
unabhéngig von der Wahl des neuen Standortes anfallen, sind sie fiir die
Standortentscheidung irrelevant. Solche Standortprobleme kénnen direkt
mit den bekannten Verfahren des klassischen Steiner-Weber-Problems
gelost werden, indem die entfernungsunabhéngigen Kosten zur Entschei-
dungsfindung nicht herangezogen werden.

(ii) Entfernungsunabhéngige Kosten fallen nur an, falls der Standort mit dem
Abnehmerort nicht identisch ist, also

0 firt=0
a(t) =9 ) (10)
fi +pit firt>0

gilt. Dieser Fall stimmt mit der Definition der allgemeinen Kostenfunk-
tion in Abschnitt 2.2 iiberein und die entfernungsunabhéngigen Kosten
sind entscheidungsrelevant. Bei sonst gleichen Annahmen unterscheiden
sich die Zielfunktionswerte einer Losung fiir Fall (i) und (ii) nur dann,
wenn der Standort an einem Abnehmerort liegt. Daher wird der Losungs-
raum so zerlegt, dass die Abnehmerorte als potenzielle Standorte sepa-
rat betrachtet werden. Im ersten Schritt wird dazu das Standortproblem
wie in Fall (i) ohne entfernungsunabhéngige Kosten gelost. Da in dieser
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Losung die entfernungsunabhéngigen Kosten irrelevant fiir die Stand-
ortentscheidung sind, werden im zweiten Schritt diejenigen Losungen un-
tersucht, bei denen der Standort mit einem Abnehmerort iibereinstimmt.
Gilt fiir den gesuchten Standort (x,y) = (x;,v;), so fallen fur den i-ten
Abnehmerort keine entfernungsunabhéngigen Kosten an, fiir alle anderen
Abnehmerorte miissen sie jedoch berticksichtigt werden.

Somit kann die Losung des Steiner-Weber-Problems mit linearen und entfer-
nungsunabhéngigen Transportkosten auf die Losung des klassischen Steiner-
Weber-Problems reduziert werden. Fiir die in diesem Aufsatz verwendeten
Transportkostenfunktionen aus Tabelle 5 im Anhang wird davon ausgegan-
gen, dass die entfernungsunabhéngigen Kosten wie in Fall (i) immer anfallen.

3 Linearisierungsverfahren und Regressionsan-
satze

3.1 Einstufige Durchschnittskostenapproximation

Ein in der Praxis héufig zu beobachtender Ansatz zur Losung des Steiner-
Weber-Problems mit stiickweise linearen oder stiickweise konstanten Trans-
portkosten besteht darin, diese durch eine lineare Transportkostenfunktion zu
approximieren und das daraus resultierende allgemeine Steiner-Weber-Problem
iiber die bekannten Standardverfahren zu losen.

Die verschiedene Méglichkeiten zur Linearisierung der entfernungsabhéngi-
gen Transportkosten werden an dem in Abschnitt 2.1 vorgestellten Beispiel
mit fiinf Nachfrageorten erlautert. Ein Minimum der Kostenfunktion ¢(z,y) =
Zle ¢i(x,y) in Abhéngigkeit der (z,y)-Koordinaten des gesuchten Standortes
kann durch eine aufwendige Enumeration aller Punkte auf einem feinen Gitter
in der Ebene angendhert werden (Gitter-Losung). In dem Beispiel liegt die
Losung fiir 1000 x 1000 Gitterpunkte bei (z¢7 y©rid) = (49,616) mit einem
Zielfunktionswert von c(x¢"d yCrid) = 223.6.

Bei der einstufigen Durchschnittskostenapproximation (Sekanten-
approximation) werden die Transportkosten linear approximiert (vergleiche
Schildt (1994)). Die linearisierte Transportkostenfunktion c¢”%(¢) ist durch
die Gerade zwischen den Kosten der Stelle ¢ = 0, also den entfernungsun-
abhiingigen Kosten f!, und den Kosten der maximal moglichen Entfernung
tl zwischen dem Nachfragestandort ¢ und dem neu einzurichtenden Standort
bestimmt, also?

fE+pltl — f}
cPEt) = fi +pP5t = Af + > t. (11)

i

?Die maximale Entfernung eines Abnehmerortes i zum gesuchten Standort ergibt sich aus
der maximalen Entfernung zwischen dem Abnehmerort ¢ und allen anderen Abnehmerorten.
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Mit den linearisierten Kostenfunktionen ergibt sich ein Steiner-Weber-Problem
mit entfernungsunabhéngigen Kosten fiir ¢ = 0, welches auf die Losung des
klassischen Steiner-Weber-Problems zuriickgefithrt werden kann, siche Fall (i)
in Abschnitt 2.3.

Auf Grund unterschiedlicher Maximalentfernungen ergeben sich im Bei-
spiel fiir die Standorte i = 1,...,4 die Kostensitze pPX = 0.0374 und fiir den
Standort ¢« = 5 der Kostensatz pP® = 0.0405. Die Anwendung des Weiszfeld-
Verfahrens fiihrt zum Standort (xP% yP%) = (113.39,527.84) mit einem Ziel-
funktionswert von 85.55 ohne Beriicksichtigung der entfernungsunabhéngigen
Kosten. Zusammen mit den entfernungsunabhéngigen Kosten von 29.52 fiir
jeden Abnehmerort ergeben sich Kosten in Hohe von 233.20. Auf Basis der
unterstellten Frachtsatztabelle ergeben sich fiir den so ermittelten Standort
(zPK | yPE) Transportkosten in Hohe von c(zPX | yPK) = 244.55.

Neben reinen Treppenfunktionen kann die Durchschnittskostenapproxima-
tion auch auf allgemeine stiickweise lineare Transportkostenfunktionen ange-
wandt werden.

3.2 Dynamische Durchschnitts- und Grenzkostenappro-
Ximationen

In diesem Abschnitt werden zwei iterative Verfahren der dynamischen Lineari-
sierung zur Losung des Steiner-Weber-Problems mit stiickweise linearen Trans-
portkosten vorgestellt, die an das Dynamic-Slope-Scaling-Verfahren angelehnt
sind. Dieses Verfahren wird zur Losung von Netzwerkflussproblemen genutzt,
bei denen die Kosten des Flusses auf den Kanten affin linear von deren Hohe
abhéngen (siche Kim und Pardalos (2000)). Bei der dynamischen Linearisie-
rung werden iterativ aus einer vorhandenen Loésung Transportkostensétze be-
stimmt und das allgemeine Steiner-Weber-Problem mit diesen linearen Trans-
portkosten gelost. Mit den so erhaltenen Entfernungen der Abnehmerorte zum
derzeitigen Losungsort werden wiederum neue Transportkostensétze bestimmt,
mit denen das klassische Steiner-Weber-Problem erneut gelost wird. Im Fol-
genden werden zwei Ansétze zur iterativen Ermittlung dieser Transportkos-
tensédtze analysiert, die auf der Durchschnitts- und der Grenzkostenapproxi-
mation basieren.

Dynamische Durchschnittskostenapproximation (DDK)

(i) Initialisierung: Das Verfahren beginnt mit einem initialen Transport-
kostensatz pI’®, der sich durch die einstufe Durchschnittskostenappro-

’ DDK _ DK

e

ximation aus Gleichung (11) ergibt, also p;j

(ii) Aktualisierung der Transportkostensdtze: In jeder Iteration r = 0, 1,2, ...
wird ausgehend vom aktuellen Transportkostensatz p),”* das klassische
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Steiner-Weber-Problem gelost. Fiir die Iteration r sei (z,, y,) der Losungs-
ort, dist;, die daraus resultierende Entfernung zum Abnehmerort ¢ und

liy = (té”_l, ti] das entsprechende Intervall. Im Folgenden werden die
drei in Abbildung 7 skizzierten (lokalen) Durchschnittskostenapproxima-

tionen unterschieden:

e Variante 1: In dieser Variante werden die entfernungsabhéngigen
Durchschnittskosten zwischen der Entfernung t = 0 und der aktuel-
len Distanz dist; , gebildet.? Damit ist der neue Kostensatz der Ite-
ration r+1 durch pffffl = W bestimmt, was einer Durch-
schnittskostenapproximation im Interval (0, dist;,) entspricht. Die
Kostenfunktion des Abnehmerortes ¢ der (r+1)-ten Iteration ergibt

sich damit zu

C; (dZ-Sti,r) — Afll

DI (1) = Aft 4 LS)

. (12)

e Variante 2: In der zweiten Variante wird die Gerade zwischen den
Punkten (£, £ ") und (£, f1*) zur Approximation der Kos-

KA 7
tenfunktion genutzt.
e Variante 3: In dieser Variante wird die Gerade zwischen den Punk-
ten (£27 72 £ und (877 2 benutat.

7 i

”
Pl DDK> -
CDDKl(t) - Cirt1 (t) . -
i,r+1 - _
7
' - -

£ . = -
237 - _ - -
i - - 5o,

e - 3
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P 7 PR _ -
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7 ~ -
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fi 1~
1
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T t
th 7 dist;, t3 t
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Abbildung 7: Dynamische Durchschnittskostenapproximationen fiir Treppen-
funktionen

Bei allen in diesem Aufsatz vorgestellten Verfahren der dynamischen Lineari-
sierung wird in jeder Iteration ein Steiner-Weber-Problem mit entfernungsun-
abhéngigen Kosten entsprechend Abschnitt 2.3 Fall (i) gelost. Da bei diesem

3Die Variante 1 ist mit dem von Kim und Pardalos (2000) vorgestellten Dynamic-Slope-
Scaling-Verfahren vergleichbar.
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Verfahren eine monotone Verringerung des zu minimierenden Zielfunktions-
wertes nicht in jeder Iteration garantiert ist, wird der jeweils beste Zielfunktions-
wert gespeichert und das Verfahren beendet, wenn sich nicht innerhalb von 20
Iterationen der bisher beste Zielfunktionswert dndert. So wird z.B. fiir die
dynamische Durchschnittskostenapproximation DDK; bereits in der dritten
Iteration der Standort (zPPK1 yPPE) = (68.14,631.97) mit dem Zielfunkti-
onswert, c(xPPE1 yPPEY) = 9923 6 erreicht, der in den folgenden 20 Iterationen
nicht weiter verbessert wird. Die Varianten 2 und 3 der dynamische Durch-
schnittskostenapproximation liefern die in Tabelle 1 aufgefiihrten Standorte
mit den Zielfunktionswerten c(xPPE2 ¢PPE2) = 238.03 und c(xPPHKs yPPEs) =
242.69.

Die in diesem Aufsatz vorgestellten dynamischen Durchschnittskostenap-
proximationen sind fiir allgemeine stiickweise lineare Transportkostenfunk-
tionen anwendbar, insbesondere auch fiir reine Treppenfunktionen. Werden
Transportkostenfunktionen betrachtet, die aus linearen Teilstiicken mit ei-
nem Anstieg pl # 0 zusammengesetzt sind, so ldsst sich zur Linearisierung
auch eine dynamische Grenzkostenapproximation (Tangentenapproximation)
durchfiihren.*

Dynamisches Grenzkostenapproximation (DGK)

(i) Initialisierung: Die initialen Transportkostensitze werden wie bei der
dynamisches Durchschnittskostenapproximation ermittelt.

(ii) Losung und Aktualisierung der Transportkostensdtze: Bei der dynami-
sches Grenzkostenapproximation werden in jeder Iteration r die zur aktu-
ellen Entfernung dist;, gehérenden marginalen Kosten verwendet. Liegt
fiir den Abnehmerort 7 die Entfernung dist;, zum optimalen Standort
der Iteration r im [;,-ten Intervall, so wird der Anstieg pé” fiir die li-
nearisierte Kostenfunktion gewéhlt. Die Kostenfunktion fiir das Steiner-
Weber-Problem der Iteration r + 1 ist somit durch

LS (1) = fi 4 pit (13)

gegeben. Abbildung 8 skizziert die dynamische Grenzkostenapproximati-
on und die Variante 1 der dynamischen Durchschnittskostenapproxima-
tion fiir stiickweise lineare Funktionen.

Das Verfahren der dynamischen Grenzkostenapproximation wird ebenfalls
beendet, wenn sich der bisher beste Zielfunktionswert nicht innerhalb von 20
[terationen dndert.

4Zur Grenzkostenapproximation von nichtlinearen Produktionskosten vergleiche Schildt
(1994).
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Abbildung 8: Dynamische Grenz- und Durchschnittskostenapproximation fiir
stiickweise lineare Kostenfunktionen

3.3 Vergleich mit Regressionsapproximationen der Kos-
tenfunktionen

Die hier vorgestellten Verfahren zur Linearisierung werden in der numerischen
Studie mit Ergebnissen verglichen, die sich durch die Optimierung einer Er-
satzkostenfunktion ergeben. Dazu werden die Transportkostenfunktionen der
Abnehmerorte durch stetige Funktionen approximiert, die durch lineare und
geometrische Regression ermittelt werden.

Zur Anndherung der Kostenfunktion eines Abnehmerortes durch eine linea-
re Regression werden T gleichméfig verteilte Stiitzstellen zwischen der Ent-
fernung Null und der Maximaldistanz t,,,, gewahlt. Im Beispiel liefert die
lineare Regressionen bei einer Maximaldistanz von t,,,, = 989.95 fiir die Ab-
nehmerorte ¢ = 1,...,4 und t,,,, = 915.36 fiir den Abnehmerort ¢ = 5 bei
jeweils T = 100 Stiitzstellen mit dem Weiszfeld-Algorithmus den dazu optima-
len Standort (zf¢9 yR9) = (145.99,502.67) mit einem Zielfunktionswert von
c(zfe9 yles) = 244.38.

Tempelmeier (1980) betrachtet eine aus Frachtsatztabellen abgeleitete ste-
tige Kostenfunktion, deren Parameter mittels geometrischer Regression be-
stimmt werden. In Anlehnung an Tempelmeier (1980) werden die hier be-
trachteten Kostenfunktionen aus der Tabelle 5 im Anhang durch Kosten-
funktionen der Form a; - dist?" angendhert, wobei die Parameter a; und b;
fiir jeden Nachfrageort i zu schitzen sind. Das Weiszfeld-Verfahren kann fiir
diese stetigen und differenzierbaren Kostenfunktionen angewandt werden, je-
doch besteht die Moglichkeit der Konvergenz in ein lokales Minimum (ver-
gleiche Tempelmeier (1980)). Deswegen wird das Weiszfeld-Verfahren in den
hier durchgefithrten numerischen Untersuchungen mit je zwei Startlosungen
initialisiert. Die erste Startlosung ist durch die Schwerpunktkoordinaten gege-
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ben, die sich als Losung des Standortproblems bei quadrierter euklidischer
Entfernungsmessung ergeben (vergleiche Domschke und Drexl (1996)). Als
zweite Startlosung wird der Mittelwert der jeweiligen Abnehmerortkoordina-
ten gewahlt. Bei T = 100 Stiitzstellen ergeben sich fiir das obige Beispiel die
Parameter a; = 12.9309 und b; = 0.2255 fiir die Nachfrageorte ¢« = 1, ..., 4. Auf
Grund der unterschiedlichen Maximaldistanzen ergeben sich fiir den fiinften
Nachfrageort (1,591) die Regressionsparameter as = 14.0771und b; = 0.2103.
Das Weiszfeld-Verfahren fithrt zu der Losung (29¢°,y“*°) = (1,591) mit dem
Zielfunktionswert c(z9¢, y©e°) = 242.69.

Verfahren c(z,y) (z,y) ACTid (%]
Gitter-Losung | 223.60  (49.00, 616.00)

DK 24455 (113.39, 527.84)  9.37
DDK, 223.60  (68.13, 631.97) 0.00
DDK, 238.03 (0.00, 700.00) 6.45
DDK, 242.60  (2.29, 587.86)  8.53
lin. Regr. 244.38 (145.99, 502.67) 9.29
geom. Regr. | 242.69 (1.00, 591.00) 8.53

Tabelle 1: Ergebnisse der einzelnen Verfahren fiir das einfiihrende Beispiel

Tabelle 1 zeigt die Ergebnisse aller vorgestellten Verfahren im Uberblick. In
diesem Beispiel hat das Verfahren der dynamischen Durchschnittskostenappro-
ximation DD K, einen optimalen Standort gefunden. Die Koordinaten dieser
Losung unterscheiden sich von denen der Gitter-Losung, liegen jedoch inner-
halb der gleichen Isokostenfliche, vergleiche Abbildung 5. Die Abweichung des
Zielfunktionswertes der anderen Verfahren zu dieser Losung ist jeweils in der
letzten Spalte angegeben und variiert zwischen 6.45% und 9.37%.

4 Numerische Ergebnisse

4.1 Treppenfunktionen bei Teil- und Vollladung

Um die vorgestellten Methoden zur Bestimmung des Standortes auf ihre Giite
zu untersuchen, wird eine vorgegebene Anzahl n an Abnehmerorten zuféllig in
der Ebene platziert. Die x— und y—Koordinaten der Abnehmerorte wurden
dazu gleichverteilt im Intervall (0,1000) generiert. In diesem Abschnitt wird
zunéchst die bereits in Abschnitt 2.1 erlduterte Treppenfunktion bei Teilla-
dung als Transportkostenfunktion unterstellt. Dazu wird jedem Abnehmerort
zuféllig eine der 22 Volumenklassen und somit eine der Treppenfunktionen aus
Tabelle 5 zugewiesen.
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Die Abbildungen 9 und 10 zeigen die Ergebnisse fiir jeweils 100 Instanzen
mit 25, 50, 100 und 200 Nachfrageorten. Fiir jede Methode ist diejenige An-
zahl der Instanzen angegeben, deren Losung innerhalb eines bestimmten Ab-
weichungsbereichs von der Gitter-Losung liegt. Dem linken Balkendiagramm
der Abbildung 9 ist zum Beispiel fiir die einstufige Durchschnittskostenappro-
ximation DK bei n = 25 Abnehmerorten zu entnehmen, dass von den 100
berechneten Instanzen genau eine mit einer Abweichung kleiner als 1 % und 34
mit Abweichungen zwischen 0% und 2 % gelést wurden. In den vier Diagram-
men zeigt sich, dass die Verfahren der dynamischen Durchschnittskostenap-
proximation DDK,, DDK, und DDKj deutlich bessere Standorte ermitteln
als die einstufige Durchschnittskostenapproximation DK, die lineare Regressi-
on und die geometrische Regression. Dabei fiihrt die geometrische Regression
zu geringfiigig kleineren durchschnittlichen prozentualen Abweichungen der
Zielfunktionswerte zur Gitter-Losung als die lineare Regression, vergleiche die
Zusammenstellung der relativen Abweichungen in Tabelle 2.

Abbildung 9: Verteilung der relativen Abweichung A% zur Gitterlosung fiir
n = 25 und n = 50 Abnehmerorte (Treppenfunktionen, LTL)

Abbildung 10: Verteilung der relativen Abweichung A" zur Gitterlosung fiir
n = 100 und n = 200 Abnehmerorte (Treppenfunktionen, LTL)
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Ein weiterer praxisrelevanter Fall betrachtet ausschlieflich voll beladene
LKWs, die zu den einzelnen Nachfrageorten verkehren. Fiir diese als Vollla-
dung (FTL: full truck load) bezeichnete Transportart ist somit die Anzahl
der Fahrten zu jedem Nachfrageort fiir die Standortplanung relevant. Dazu
wird in den in diesem Abschnitt unterstellten Transportkostenfunktionen ein
natiirliches Vielfaches der Kostenfunktion eines voll beladenen LKWs ange-
nommen. Die Abbildungen 11 und 12 zeigen Ergebnisse, in denen die Kosten-
funktion eines Standortes dem Produkt der letzten Zeile aus Tabelle 5 mit
einer zufilligen ganzen Zahl zwischen 1 und 10 entspricht.®> Wie bereits bei
den Instanzen mit Teilladungen beobachtet, ermitteln die dynamischen Ver-
fahren bessere Losungen als die einstufige Durchschnittskostenapproximation
und beide Regressionen.
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Abbildung 11: Verteilung der relativen Abweichung A" zur Gitterlosung fiir
n = 25 und n = 50 Abnehmerorte (Treppenfunktionen, FTL)

Abbildung 12: Verteilung der relativen Abweichung A" zur Gitterlosung fiir
n = 100 und n = 200 Abnehmerorte (Treppenfunktionen, FTL)

5Numerische Untersuchungen mit zufillig gewshlten Multiplikatoren aus anderen Inter-
vallen, z.B. Multiplikatoren zwischen 1 und 20, fithren zu vergleichbaren Ergebnissen.
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Die durchschnittlichen Abweichungen A% der verschiedenen Approxima-
tionen zur Gitterlosung in Tabelle 2 zeigen, dass sich die Losungsgiite der drei
betrachteten Varianten der dynamischen Durchschnittskostenapproximationen
nur gering unterscheidet. Sowohl fiir Teil- als auch fiir Vollladungen verbessern
sich die Ergebnisse der Verfahren mit steigender Anzahl n an Abnehmerorten.

Teilladungen (LTL) Vollladungen (FTL)
Methode 25 50 100 200 25 20 100 200
DK 3.98 255 1.71 105 | 3.63 240 1.59 1.11
DDK, 226 157 118 0.79 |1.76 1.36 1.09 0.74
DDK, 227 148 1.05 0.65| 224 163 1.09 0.79
DDK; 2.23 146 110 068 | 230 1.68 1.15 0.78
lin. Regr. 3.96 242 174 1.06 | 3.56 2.24 1.61 1.02
geom. Regr. | 3.80 239 151 1.05| 419 263 164 1.06

Tabelle 2: Durchschnittliche Abweichung A% [%] von der Gitterldsung fiir
verschiedene Anzahlen an Nachfrageorten bei Treppenfunktionen

4.2 Stetige stiickweise lineare Kostenfunktionen

Um mit stetigen stiickweisen linearen Kostenfunktionen numerische Untersu-
chungen durchzufiihren, werden die Treppenfunktionen aus der Tabelle 5 durch
stiickweise lineare Funktionen durch die Punkte (£, f!) ersetzt. Damit ergibt
sich der stetige Polygonzug (0, f}), (¢, £2), ..., (tX71 £5), (tF, fF).

Teilladungen (LTL) Vollladungen (FTL)
Methode 25 20 100 200 25 20 100 200
DK 088 036 0.22 0.09 027 011 0.06 0.03
DDK,; 0.39 0.21 0.10 0.05|0.06 0.02 0.01 0.00
DDK, 040 0.21 0.14 0.05 | 0.14 0.08 0.05 0.02
DDKs; 048 0.23 0.16 0.06 | 0.13 0.08 0.05 0.02
DGK 0.40 0.21 0.14 0.05 | 0.14 0.08 0.05 0.02
lin. Regr. 0.76 034 019 0.02|0.21 0.09 0.05 0.02
geom. Regr. | 0.37 0.24 0.12 0.08 | 0.39 0.20 0.14 0.06

Tabelle 3: Durchschnittliche Abweichung A% [%] von der Gitterldsung fiir
verschiedene Anzahlen an Nachfrageorten bei stetigen Funktionen

Tabelle 3 zeigt die durchschnittlichen relativen Abweichungen A" von
der Gitterlosung fiir aus Treppenfunktionen abgeleitete stetige Kostenfunktio-
nen. Die entsprechenden Treppenfunktionen bei Teil- und Vollladungen wur-
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den wie in Abschnitt 4.1 beschrieben generiert. Die Ergebnisse der dynami-
schen Durchschnitts- und Grenzkostenapproximation und der Approximatio-
nen der Kostenfunktionen durch geometrische Regression sind bereits bei we-
nigen Nachfrageorten sehr gut. Die durchschnittlichen Abweichungen A%
betragen im Fall von n = 25 Abnehmerorten nur zwischen 0.37% und 0.88%
fur Instanzen mit Teilladungen (LTL). Bei angenommenen Vollladungen (FTL)
fallen die Abweichungen wiederum deutlich geringer aus. In den Beispielen mit
vielen Abnehmerorten liefern alle Verfahren hervorragende Ergebnisse. Wie der
Tabelle 3 zu entnehmen ist, fithrt die dynamische Grenzkostenapproximation
DGK zu vergleichbar guten Ergebnissen wie die dynamischen Durchschnitts-
kostenapproximationen.

4.3 Einfluss der Initiallésung bei der dynamischen Li-
nearisierung

In den vorangegangenen Untersuchungen wurden die dynamischen Verfahren
mit Distanzen initialisiert, die sich aus der Losung der einstufigen Durch-
schnittskostenapproximation ergeben (DK). Fiir eine Auswahl der untersuch-
ten Instanzen soll im Folgenden gezeigt werden, wie die Giite der Losung von
dieser Initiallosung abhéngt. Dazu werden zwei weitere Moglichkeiten der In-
itialisierung betrachtet. Neben der bereits untersuchten Initiallosung, wird das
Ergebnis der geometrischen Regression (geom. Reg.) als Startlosung genutzt.
Die Distanzen der dritten Initiallosung ergeben sich aus der besten Losung
eines Abnehmerortes als Standort (Abnehmer).

Initialisierung DK geom. Reg. Abnehmer
Treppenfunktionen, LTL | 1.57 1.46 1.35
Treppenfunktionen, FTL | 1.36 1.25 1.24
stetige Funktionen, LTL | 0.21 0.13 0.08
stetige Funktionen, FTL | 0.02 0.02 0.02

Tabelle 4: Vergleich der mittleren Abweichung A%74  [%] unterschiedlicher
Initiallosungen der DDK, fiir 50 Abnehmerorte

Die Tabelle 4 vergleicht die durchschnittlichen Abweichungen des Beispiels
mit 50 Abnehmerorten fiir das Verfahren der dynamischen Durchschnittskos-
tenapproximation in der Variante 1 (DDK;). Als Kostenfunktionen werden
Treppenfunktionen sowie stetige Kostenfunktionen bei bei Teil- und Vollla-
dungen untersucht. Die besten Ergebnisse werden mit Startlosungen erzielt,
die den giinstigsten Abnehmerort als Standort vorsehen. Im Vergleich zur bis-
herigen Initialisierung (DK) reduziert sich die durchschnittliche Abweichung
von 1.57% auf 1.35% fiir Treppenfunktionen bei Teilladungen, bzw. von 1.36%
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auf 1.24% bei Vollladungen. Werden stetige Kostenfunktionen bei Teilladun-
gen unterstellt, so reduziert sich die durchschnittliche Abweichung von 0.21%
auf 0.08%. Damit konnen die bereits sehr guten Ergebnisse der dynamischen
Verfahren durch die Wahl einer giinstigen Startlosung noch weiter verbessert
werden.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Das Standortplanungsproblem in der Ebene mit stiickweise linearen bzw. stiick-
weise konstanten Transportkostenfunktionen lésst sich als gemischt-ganzzahli-
ges Optimierungsproblem formulieren.

Numerische Untersuchen zeigen, dass eine Annéherung der Kostenfunktion
durch eine einstufige Linearisierung zu weitaus schlechteren Losungen fithren
kann als die in diesem Aufsatz herausgearbeiteten dynamischen Linearisierun-
gen. In der numerischen Untersuchung erzielen die dynamischen Durchschnitts-
und Grenzkostenapproximationen fiir stiickweise konstante Kostenfunktionen
deutlich bessere Resultate als die einstufige Durchschnittskostenapproximati-
on und die Approximationen der Kostenfunktionen durch Regressionen. Bei
Verwendung von stetigen stiickweise linearen Kostenfunktionen erzielen alle
untersuchten Verfahren vergleichbar gute Ergebnisse. Die relative Giite der
Losungen verbessert sich mit steigender Abnehmerortzahl n. Die dynamischen
Methoden lassen sich noch weiter verbessern, indem als Initiallosung der beste
an einem Abnehmerort liegende Standort gewéahlt wird.

Auf Grund der leichten Implementierbarkeit und der Losungsgiite der dyna-
mischen Linearisierungen bietet sich eine Integration in Losungsverfahren fiir
komplexere Standortplanungsprobleme an. Daher stellt z.B. die Anwendung
der hier vorgestellten Ansétze zur simultanen Lokation mehrerer Standorte in
der Ebene eine interessante Aufgabe fiir zukiinftige Forschungen dar.
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