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Zusammenfassung

Fiir eine adaquate Prognose der zuklinftigen Bevolkerung auf Basis von Kohorten-Komponenten-
Methoden ist eine geschlechter- und altersspezifische Betrachtung erforderlich, da ansonsten die
zukunftige Struktur der Bevolkerung nicht korrekt bestimmt werden kénnte. Da altersspezifische
demografische GroRen untereinander allerdings hochkorreliert sind und zusammen einen hoch-
dimensionalen Komplex bilden, bedarf es einer Methodik, die sowohl die Korrelationen zwischen
den Zufallsvariablen einbezieht, als auch die effektive Dimension des Prognoseproblems verrin-

gert. Die Hauptkomponentenanalyse dient beiden Zwecken simultan.

Ziel dieses Beitrages ist die an Anwender aus dem Bereich der Bevolkerungswissenschaften ge-
richtete Vorstellung der Hauptkomponentenanalyse aus mathematisch-statistischer Sicht. Zudem
wird auf Grundlagen der Zeitreihenanalyse eingegangen, die fiir eine korrekte stochastische Prog-
nose unerlasslich sind. Die Anwendung wird anhand der Prognose ausgewahlter alters- und ge-
schlechtsspezifischer Mortalitats- und Fertilitatsraten inklusive Prognoseintervallen fir Deutsch-

land, Italien und Osterreich illustriert.
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1 Einfiihrung und Motivation

Offizielle Bevolkerungsprognosen werden haufig auf Basis von deterministischen Kohorten-Kom-
ponenten-Modellen durchgefiihrt (vgl. z.B. Statistisches Bundesamt 2015: 13). Im Vergleich zu
deterministischen Ansatzen sind stochastische Prognosen zu bevorzugen (vgl. Keilman und Pham
2000: 42-43), da diese neben der Prognose des wahrscheinlichsten Szenarios unendlich viele
mogliche Szenarien mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten identifizieren und quantifizieren kon-
nen. Stochastische Modelle lassen sich ebenfalls auf Basis der Komponenten Fertilitat, Migration
und Mortalitat aufbauen. Im Rahmen dieses Beitrages wird ein Ansatz vorgestellt, der altersspe-
zifische Prognosen fiir die Komponenten Fertilitdt und Mortalitat ermoglicht. Dabei werden nicht
nur einzelne Szenarien quantifiziert, sondern neben den c.p. wahrscheinlichsten Szenarien eben-
falls Prognoseintervalle durch Computersimulationen erzeugt. Da bei den Komponenten Korrela-
tionen zwischen den unterschiedlichen Altersjahren und Geschlechtern sowie zwischen den ein-
zelnen Zeitpunkten einer Zeitreihe identifiziert werden kénnen, missen bei Zukunftsprognosen

Auto- sowie Kreuzkorrelationen bericksichtigt werden.

Im Rahmen dieser Ausarbeitung erfolgt daher eine kurze Vorstellung der Hauptkomponentenana-
lyse, wobei der Fokus auf der Erklarung ihres Nutzens und einer kurzen Darstellung ihrer Funkti-
onsweise liegt. Zudem wird auf in der praktischen Anwendung wichtige Konzepte der Zeitrei-
henanalyse eingegangen, wobei sich auf die fiir die Anwendung notwendigen Aspekte beschrankt
wird. Dieser Beitrag sollte daher als Leitfaden in statistischen Amtern oder auch Forschungsinsti-
tuten verstanden werden, die konkreten Prognosen dienen lediglich illustrativen Zwecken und
sollen nicht als Prognosen der tatsachlichen zukiinftigen Entwicklung verstanden werden. Die Er-
lauterung der Methodik steht an dieser Stelle im Mittelpunkt. Der Fokus des Beitrages liegt in der
Implementierung der dargestellten statistischen Konzepte zur Modellierung und Prognose der
Komponenten der demografischen Entwicklung. Dabei wird die Anwendung anhand der Prognose
ausgewidhlter altersspezifischer Fertilitdtsraten fiir Deutschland, Italien und Osterreich illustriert,
wobei die Modelle ebenfalls Prognosen fiir andere europaische Lander erméglichen und die Me-
thodik problemlos auf alters- und geschlechtsspezifische Mortalitatsraten tbertragen werden
kann. Als Anwendungsbeispiel werden Prognosen fiir 80-jahrige Manner fir die drei genannten

Lander illustriert.



2 Einfiihrung in die Hauptkomponentenanalyse

Bevolkerungsprognosen werden in der Regel Giber die Kohorten-Komponenten-Methode nach
Geschlecht und Alter differenziert durchgefiihrt. Dabei wird der Bevélkerungsstand am Ende des
Vorjahres jahrlich um die Todesfélle und die Auswanderungen reduziert sowie um die Geburten
und Einwanderungen erhoht, die im aktuellen Jahr anfielen (vgl. Weidner et al. 2015: 372). Eine
adaquate Prognose der zukiinftigen Bevolkerung sollte daher idealerweise auf Basis einer statis-
tischen Modellierung und Vorhersage der altersspezifischen Fertilitatsraten (ASFR), altersspezifi-
schen Mortalitatsraten (ASMR), altersspezifischen Immigrationsraten (ASIR) und der altersspezi-
fischen Emigrationsraten (ASER) durchgefiihrt werden. Diese GroRen sind jedoch zum Teil unter-
einander hochkorreliert. Weiterhin flihrt die Vielzahl an zu prognostizierenden Variablen zu einer
sehr hohen Dimensionalitat. Auf diese beiden Probleme missen Anwender mit angemessenen
Methoden reagieren. In diesem Rahmen empfiehlt sich die Hauptkomponentenanalyse, welche

die zwei angefiihrten Probleme simultan behandelt.

Die Idee der Hauptkomponentenanalyse ist eine orthogonale Transformation der urspriinglichen
Variablen in ebenso viele neue, unkorrelierte Variablen, welche als Hauptkomponenten (HK) be-
zeichnet werden. Die Methode eignet sich dabei besonders in Situationen, in denen die Original-
variablen nicht, wie bei Regressionsanalysen (iblich, kausal miteinander in Verbindung gebracht
werden sollen (vgl. Chatfield und Collins 1980: 57). Daher ist die Hauptkomponentenanalyse be-
sonders fur Prognosen altersspezifischer Kennziffern im demografischen Kontext geeignet. Jede
HK stellt dabei eine Linearkombination aller N Originalvariablen dar. Sei F; , die i-te ASFR in Peri-
ode t. Dann berechnet sich die j-te HK P; ; in der gleichen Periode aus (vgl. Chatfield und Collins

1980: 58):

N
_ . _T’—>
Piu= ) eijeli = eliF, &

i=1
Dabei kann e; ;. als eine Art Korrelationskoeffizient zwischen der i-ten ASFR und der j-ten HK in-
terpretiert werden.
Die HK werden im Rahmen der Hauptkomponentenanalyse absteigend nach der Variation gebil-
det, die sie aus den Originalvariablen erklaren. D.h. die erste HK erklart den groBten Anteil an der

Varianz aus den urspringlichen Variablen. Wie bereits angesprochen, liegt darin der zweite groRe
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Vorteil der Hauptkomponentenanalyse. Durch die Transformation kann in der Regel ein komple-
xes System mit vielen Variablen effektiv auf wenige Dimensionen reduziert werden, weil die ers-
ten HK bereits den GroRteil der Varianz erklaren (vgl. Chatfield und Collins 1980: 57-58). Das wird

an spaterer Stelle am Beispiel europaischer ASFR verdeutlicht.

An dieser Stelle ist wichtig, darauf einzugehen, wie die HK berechnet werden. Wie bereits er-
wahnt, wird die erste HK so gewahlt, dass sie so viel Variation der ASFR wie méglich erklart. Sta-
tistisch bedeutet dies, dass die Kovarianz der ASFR unter Anpassung der Koeffizienten maximiert
werden muss. Die Korrelation zwischen Hauptkomponente und ASFR wird ab diesem Punkt ver-
einfachend als zeitinvariant angenommen, sodass der Index t weggelassen werden kann. Wird die

Kovarianzmatrix von F mit X bezeichnet, dann gilt fiir die Varianz der ersten HK:

Var[P,] = Var [ F| = el ¥&; (2)
Der Vektor e; kann dabei willkiirlich gewéhlt werden. Um eine eineindeutige Lésung des Maxi-
mierungsproblems zu erhalten, muss jedoch eine Nebenbedingung fiir die Elemente von e; hin-
zugefligt werden. Es lasst sich zeigen: Die Bedingung, der Vektor habe die Lange 1, sorgt dafir,

dass die Transformation genau orthogonal wird. Ein Vektor hat die Lange 1, wenn das Skalarpro-

dukt des Vektors mit sich selbst den Wert 1 ergibt, d.h. (vgl. Handl 2010: 120-121):

—_—

ele; =1 (3)
Nach der Methode von Lagrangia lassen sich die stationdren Punkte einer Funktion f(X) unter
der Nebenbedingung g(¥) = c auffinden, indem die zugehérige Lagrange-Funktion (auch Lagran-
giana genannt) L(X,1) bzgl. ihrer stationdren Punkte® untersucht wird. Die Lagrangiana ist wie
folgt definiert?:
LED) = fD)—2g(xX) — ] (4)
Die stationaren Punkte der Lagrangiana werden dadurch aufgefunden, dass die partiellen Ablei-
tungen erster Ordnung nach X und A mit null gleichgesetzt und anschlieRend nach X und A aufge-
I6st werden, sodass ein eineindeutiges Gleichungssystem zu l6sen ist (vgl. Glaister 1984: 184-

189):

! Dies kénnen entweder lokale Minima, lokale Maxima oder Sattelpunkte sein.
2 Grds. l3sst sich eine Lagrangiana auf unendlich viele Nebenbedingungen erweitern. An dieser Stelle wird sich aller-
dings auf den Fall einer Nebenbedingung beschradnkt, weil dies fiir Hauptkomponentenanalyse hinreichend ist.
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0L(X, 1) of (%) 1 [0g(D)] 0
ox,  0x, | ox, |
0L(X,A)  f(X) . (0g(X)] 0 (5)
ox,  0x, | Ox, |
IL(E, ) )
o1 - cT9m=0

Dies wird an einem einfachen Beispiel illustriert. Es sei f (xq, x5, x3) = x; + 2x, + 3x5 eine drei-
dimensionale Funktion, die unter der Nebenbedingung x; + x% + x5 = 1 maximiert werden soll.

Folglich wird die Lagrangiana aufgestellt:

LX) = xg + 2x, +3x3 — A[xg + x2 +x2 — 1]
Diese wird folglich auf ihre stationaren Punkte untersucht.

0L(X, 1)

dx,

0L(X, 1)
dx,

0L(X, 1)
0x;

0L(X, 1)
o

=1-1=0,

= 2—2x, =0,

= 3—21x; =0,
1—x;—x2—-x2=0
Dies flihrt zum Losungstupel (xj, x5, x3,A") = (—%, 1,%, 1).

Das Maximierungsproblem der Varianz zur Identifikation der ersten HK lasst sich daher tiber das

Aufspiren des stationdaren Punktes der folgenden Lagrangiana l6sen:

LGN = el Ze; — Aele; — 1] (6)
Der stationare Punkt wird entsprechend wie folgt ermittelt:
de; (7)

—

1—ele;=0

Hierbei ist I eine Einheitsmatrix, die bei p Elementen von e; die Dimensionen p X p besitzt:

10 .. 0

_lo 1 - :

=17 0 (8)
0 .. 0 1



Die erste Gleichung in (7) bedeutet, dass die Matrix auf der linken Seite der Gleichung singular
sein muss. Da der Vektor e; fur eine non-triviale Losung kein Nullvektor sein darf, folgt daraus,
dass die Determinante der Matrix £ — AI den Wert null haben muss (vgl. Chatfield und Collins
1980: 59):

|IZ—AI=0 (9)
Dies wird am Praxisbeispiel verdeutlicht. Die Kovarianzmatrix der ASFR-Zeitreihen von 30-jahrigen
Frauen in Deutschland, Italien und Osterreich (in dieser Reihenfolge) von 1955-2014 betrégt ap-

proximativ:

0,00017 0,00039 0,0003
0,00029 0,0003 0,00041

In diesem Fall hat I die Dimensionen 3 X 3 und Gleichung (9) wird zu:

[0,00025 0,00017 0,00029] [1 0 0]
-2

[0,00025 0,00017 0,00029]
Y =~

0,00017 0,00039 0,0003 0 1 0
0,00029 0,0003 0,00041 0 0 1
0,00025 -4 0,00017 0,00029
= [ 0,00017 0,00039 — 4 0,0003 ] =0
0,00029 0,0003 0,00041 — 4
Die Determinante einer 3 X 3-Matrix berechnet sich nach folgendem Schema:

a b ¢

d e f] = aei + bfg + cdh — ceg — bdi — afh

g h i

Das Schema ist zwar nur bei 3x3-Matrizen giiltig, h6her dimensionale Matrizen lassen sich jedoch
auf einfache Weise in 3x3-Matrizen zerlegen (vgl. hierzu z.B. Simon und Blume 1994: 190-193),
worauf an dieser Stelle aber nicht weiter eingegangen werden soll. Das bedeutet im Beispiel, dass
sich das Losungsproblem vereinfacht zu:

(0,00025 — 1)(0,00039 — 1)(0,00041 — 1) + 0,00017 - 0,0003 - 0,00029 +

0,00029 - 0,00017 - 0,0003 — 0,00029 - (0,00039 — A) - 0,00029

-0,00017 - 0,00017 - (0,00041 — 1) — (0,00025 — 1) - 0,0003 - 0,0003 =0

Die Losungen der Gleichung sind 4; = 0,00088,1, = 0,00016 und A3 = 0,00001. Dies sind die
Eigenwerte (EW) der Kovarianzmatrix. Es lasst sich zeigen, dass die EW in ihrer Summe der Kova-
rianz der Originalvariablen entsprechen. Deshalb werden sie absteigend angeordnet. Wie bereits

zuvor erklart, ist einer der beiden Griinde fir die Hauptkomponentenanalyse die Reduktion der



urspringlichen Problematik auf wenige Variablen, die einen moglichst hohen Anteil der Kovarianz
der Originalvariablen erklaren. Das bedeutet, dass der erste EW der Varianz entspricht, die von
der ersten HK erklart wird. Allgemein folgt daraus, dass fiir i < p der folgende Quotient den Anteil
der Gesamtvarianz der p Variablen angibt, die von den ersten i HK erklart werden (vgl. Chatfield
und Collins 1980: 58-61):

Y
- Z:?=1)‘j
Im Beispiel betragt Q = 0,839 fir i=1 und 0,988 fiir i=2. Das bedeutet, die beiden ersten HK wiir-

Q: (10)

den in diesem Fall bereits ausreichen, um fast 99% der Variation in den ASFR der 30-jahrigen in

Deutschland, Italien und Osterreich zu erklaren.

Der nachste wichtige Schritt ist die Bestimmung der zugehdorigen Eigenvektoren (EV). Diese wer-

den sequenziell durch Einsetzen der EW in (7) ermittelt (vgl. Handl: 123-124). Fir A, bedeutet

das:
0,00025 — 0,00088 0,00017 0,00029 .
[ 0,00017 0,00039 — 0,00088 0,0003 ]e_l’ =0
0,00029 0,0003 0,00041 — 0,00088

Dies stellt ein Lineares Gleichungssystem dritten Grades dar

0,00017e,; — 0,00049¢,, + 0,0003¢,5

[—0,00063611 + 0,00017e4, + 0,00029613] [0]
=10
0,00029e,, + 0,0003e,, — 0,00047¢e,5 0

, wobei z.B. ;4 das erste Element des ersten EV ist. Die Losung des Gleichungssystems ergibt den

€11 —0,47012
e = [912] = [—0,57997]
€13

—0,6653

ersten EV:

Dabei konnen die Elemente des EV als Korrelationen mit den Originalvariablen angesehen wer-
den. Die erste HK ist entsprechend sowohl mit den ASFR der 30-jahrigen in Deutschland, Italien
und Osterreich relativ stark negativ korreliert, am starksten mit Osterreich. e, und e; lassen sich
auf gleiche Weise ermitteln, worauf an dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden soll. Final

lassen sich an dieser Stelle wie in (1) beschrieben die HK selbst kalkulieren.



Eine wichtige Frage ist die Bestimmung der Anzahl an HK, die fiir weitere Analysen genutzt wer-
den. Es gibt auf diese Frage keine triviale Antwort. Modellierer miissen subjektiv entscheiden, wie
viele HK sie nutzen. Es gibt hierzu jedoch eine Reihe von Kriterien, die die Entscheidung vereinfa-
chen kénnen. Eine Moglichkeit liegt darin, einen Grenzwert an Gesamtstreuung vorzugeben, der
von den HK erklart werden soll. Um die Konzepte besser verdeutlichen zu kénnen, wird an dieser
Stelle zusatzlich zu den drei vorigen Variablen noch die ASFR der 30-jahrigen in Spanien hinzuge-
zogen. In diesem Fall waren die vier EW 4; = 0,00166,4, = 0,00049, 1; = 0,00002 und 1, =
0,00001. Es werden dann so viele HK gewahlt, dass Q in (10) diesen Grenzwert gerade lbertrifft.
Ist das Ziel bspw., so viele HK zu verwenden, dass mindestens 90% der Gesamtstreuung erklart
werden, so sind die ersten zwei HK zu wahlen, da diese rund 98,8% erklaren, wahrend die erste

HK allein 76,4% erklart.

Eine weitere gangige Methode ist das Heranziehen eines Screeplots. Dabei werden die Eigen-

werte der Kovarianzmatrix grafisch abgetragen, wie in Abbildung 1 zu sehen.

Abbildung 1: Screeplot der Hauptkomponenten
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Quelle: Eigene Berechnung und Darstellung

Nach diesem Kriterium sollten lediglich die Hauptkomponenten ins Modell einbezogen werden,
die sich vor dem Knick befinden, wobei es keine eindeutige Definition gibt, ob die Hauptkompo-

nente ,,im Knick” selbst auch inkludiert werden sollte. Der Screeplot wirde implizieren, ein bis
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zwei HK zu nutzen. Aus praktischer Sicht lohnt es sich, fir Prognosen in der Regel, die HK im Knick
einzubeziehen, da ansonsten haufig ein relativ groRer Anteil der Varianz ignoriert wird, was im
Hinblick auf die Konstruktion von Prognoseintervallen zu Verklarungen fihren kdnnte. Dies ist ein
in der praktischen Anwendung haufig beobachtbarer Fehler. Vanella et al. (2017) schlagen eine
Methode vor, den aus dem Weglassen einiger HK entstehenden Schatzfehler in der zukiinftigen
Unsicherheit einzubeziehen, um zu schmale Prognoseintervalle zu verhindern. Darauf wird im

Rahmen dieser Ausarbeitung jedoch nicht weiter eingegangen.

Andere Alternativen sind Kaisers Kriterium und das Kriterium von Jolliffe. Kaisers Kriterium be-
sagt, dass alle HK genutzt werden sollten, deren zugehdrige Eigenwerte liber dem Mittelwert der
Eigenwerte liegen. Im Beispiel liegt der Mittelwert der Eigenwerte bei etwa 0,00054. Der einzige
EW der Uber diesem Wert liegt, ist entsprechend der erste, weshalb nur die erste HK gewahlt
wirde. Jolliffe riet dazu, stattdessen lediglich das 0,7fache des Mittelwertes der EW als Grenze zu
wahlen, was im Beispiel etwa 0,00038 ist. Nach Jolliffe wiirden daher die ersten zwei HK inkludiert

(vgl. Handl 2010: 128-129).

3 Grundziige der Zeitreihenanalyse

In diesem Abschnitt wird auf einige wenige Aspekte der Zeitreihenanalyse eingegangen, die flr

die Hauptkomponentenprognose von hoher Relevanz sind.

Eine Zeitreihe ist eine Variable, die in jeder Periode eine Beobachtung generiert. Das fundamen-
tale Konzept der modernen Zeitreihenanalyse ist die Stationaritat, weshalb diese an dieser Stelle
kurz erklart werden muss. Die Zeitreihe der ASFR (in Periode t) der 30-jahrigen Frauen in Deutsch-
land werde an dieser Stelle mit a; bezeichnet. Fur die Stationaritat von a; sind zwei Bedingungen
hinreichend, die Erwartungswertstationaritat und die Autokovarianzstationaritat (vgl. Shumway

und Stoffer 2011: 23).

Erwartungswertstationaritat bedeutet, dass der Erwartungswert der Zeitreihe in jeder Periode
gleich ist:
Elas] = Ela] Vs, ¢ (11)



Autokovarianzstationaritat besagt, dass die Autokovarianz zwischen zwei Beobachtungen der
Zeitreihe unabhangig von der Zeit ist und lediglich davon abhangt, wie lange das Zeitintervall zwi-
schen den beiden Beobachtungen ist:

Cov[asyn, a;] = Cov|ap,ag] V't (12)
Fir die praktische Anwendung von besonderer Bedeutung ist das von Box und Jenkins definierte
Autoregressive Integrated Moving Average (ARIMA)-Modell. Dieses wird nachfolgend sequenziell

erklart (vgl Shumway und Stoffer 2011: 84-93). Ein MA(q)-Modell ist wie folgt definiert:

q
at = W¢ — Z Bi(l)t_i (13)
i=1

Dabei ist w; ein stochastischer Storterm in Periode t, welcher aus praktischer Sicht haufig als nor-
malverteilt angenommen wird mit Erwartungswert null und einer Varianz o2:

w~NID(0,02) (14)
An dieser Stelle ist die Stationaritatsannahme von hoher Bedeutung. Stationaritat bedeutet, dass
der Storterm als identisch verteilt in jeder Periode angenommen werden kann. Diese Annahme
ist vor allem fir die Durchfiihrung von Simulationen empfehlenswert. Das MA(q)-Modell geht
folglich davon aus, dass sich die aktuelle Beobachtung der Variablen ausschlieRlich als gewichtete
Summe der g letzten Auspragungen des Storterms und dem Storterm der aktuellen Periode
ergibt. Dabei ist 8; der Korrelationskoeffizient der Zeitreihe bzgl. des Fehlers in Periode t-i. 8; darf
dabei nur Werte zwischen -1 und 1 einnehmen:

16;] <1 (15)

Eine praktikable alternative Schreibweise eines MA(q) ist die sogenannte Lag-Schreibweise, wo-

bei L der sogenannte Lag-Operator? ist. Die Lag-Schreibweise fiir das MA(q)-Modell ist:

q
a, = <1 - Z HiLi> wy (16)
i=1

Der Exponent von L gibt dabei an, auf welche vergangene Periode sich bezogen wird. L? - w; be-

deutet z.B. w;_g4.*

3 Alternativ wird in der Literatur auch vom Backshift-Operator gesprochen.
4n der praktischen Anwendung muss auf die genaue Definition der Koeffizienten geachtet werden. Manche Statis-
tik-Programme geben leicht unterschiedliche Ergebnisse aus. So sind bspw. beim R-Output die Vorzeichen der Koef-
fizienten im Vergleich zur Definition in diesem Beitrag umgekehrt.
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Ein weiterer einfacher Fall eines Zeitreihenmodells ist ein AR(p):

p
ar = (‘)t+z¢jat—j (17)
j=1

bzw. in Lag-Schreibweise:

p
1-— qb-Lj) a, = wy (18)
(-2

Im AR(p)-Modell wird entsprechend die Zeitreihe in t auf ihre letzten p Beobachtungen regressiert
(wobei auch hier der Stérterm) der Periode t einbezogen wird. Analog bedeutet diesem Fall LP -
a; = a;_p. Auch hier gilt fir die Korrelationskoeffizienten:

lp;l <1 (19)
AR- und MA-Modelle lassen sich auch kombinieren, sodass die Kombination aus einem AR(p) und

einem MA(qg)-Modell zu einem ARMA(p,q)-Modell fiihrt, welches formal wie folgt definiert ist:

q p
ar = Wt — Z O;we—; + Z dbja;_; (20)
i=1 j=1

bzw.

14 q
(1 _Z(Mj)at _ <1 —Zeﬂ) o (21)

Wie bereits angedeutet, ist bei ARMA-Prozessen die Stationaritdtsannahme fundamental. Es stellt
sich die Frage, woran ein Forscher also erkennt, ob seine Zeitreihe stationar ist. Daflir empfiehlt
sich im ersten Schritt die grafische Darstellung der Zeitreihe. Abbildung 2 zeigt eine simulierte
stationare Zeitreihe®. Es lasst sich beobachten, dass weder der Erwartungswert, noch die Varianz

der Zeitreihe einem Trend unterliegen.

5> Die Zeitreihe wurde durch 1000-fache Computersimulation einer standardnormalverteilten Zufallsvariable er-
zeugt.
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Abbildung 2: Stationdire Zeitreihe

Zeitreine

o] 200 400 600 800 1000

Periode

Quelle: Eigene Berechnung und Darstellung

Weiterhin sollte die Stationaritatshypothese auf Basis statistischer Tests tiberprift werden. Gan-
gige Tests sind dabei u.a. der Augmented Dickey-Fuller (ADF)-Test und der Kwiatkowski-Phillips-
Schmidt-Shin (KPSS) Test. Der ADF-Test testet im einfachsten Fall dabei die Nullhypothese, dass
der Prozess ein Random Walk ist, also das fir die nachfolgende Gleichung
ar=p-ai_q (22)

gilt

Hy:p =1,
was einem Random Walk Prozess entspricht (vgl. Dickey und Fuller 1979: 427). Es gibt unter-
schiedliche Varianten filir den Test. Hier interessiert diejenige mit der Alternativen

Hy:|p| <1,
was einem stationaren bzw. asymptotisch stationdren Prozess entspricht. Die Teststatistik ist in

diesem Fall

_p-1
"= e (23)

, was einem herkémmlichen t-Test entspricht. Dies wird allerdings nicht mit den Quantilen einer

t-Verteilung, sondern einer empirischen Verteilung in Kontrast gesetzt, die von Dickey und Fuller
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auf Basis von Monte Carlo-Simulationen kalkuliert wurde (vgl. Fuller 1996: 642).° Im Beispiel liegt
T bei etwa -9.8868, was heilt, dass die Nullhypothese auf allen gangigen Konfidenzniveaus ver-
worfen wirde. Dies lieRe sich so interpretieren, dass die statistische Evidenz darauf hindeuten
wiirde, dass die Zeitreihe stationar ware.

Der KPSS-Test hingegen ist ein Lagrange-Multiplier-Test mit Test-Statistik

=15¢
LM -
SSR/T

(24)
, wobei SSR fir die Summe der quadrierten Residuen der Regression steht, T die Anzahl der Peri-
oden ist und S; die Summe der Residuen aus der Regression
a,=a+ft

bis zum Zeitpunkt t darstellt. Dabei wurden die kritischen Werte der zugrundeliegenden Vertei-
lung von Kwiatkowski et al. Gber einen Wiener-Prozess’ generiert, worauf an dieser Stelle nicht
weiter eingegangen werden soll.2 Der KPSS-Test testet dabei die Nullhypothese, dass die fragliche
Zeitreihe stationar ist. Entsprechend ergeben sehr grolle Werte ein Verwerfen von H, (vgl. Kwiat-
kowski et al. 1992: 162-167). Im Beispiel ergibt sich fiir die Teststatistik ein Wert von etwa 0,2222
fur den Standard-Test. Damit liegt dieser unter den kritischen Werten auf allen gangigen Niveaus®
und die Nullhypothese kann nicht verworfen werden. Der KPSS-Test wiirde dementsprechend
keine Evidenz liefern, die Annahme der Stationaritadt zu verwerfen. SchliefSlich ist noch darauf zu
testen, ob die Fehler im Modell tatsachlich homoskedastisch sind, also die Fehler in jeder Periode
die gleiche Varianz aufweisen. Dies kann anhand verschiedener Tests geschehen. An dieser Stelle

sei beispielhaft Engles ARCH-LM Test genannt. Dieser ist ein vergleichsweise einfacher LM-Test,

der die Nullhypothese testet, dass die Varianz, unabhangig von t, tiber alle Perioden konstant ist.

5 Der ADF-Test ist standardmaRig in Statistik-Programmen implementiert, z.B. in R unter dem Befehl adf.test, der
im Paket tseries enthalten ist.
7 Dabei wichst der Prozess in jeder Periode um einen stochastischen Wert, der aus einer stationiren normalverteil-
ten Zufallsvariable gezogen wird.
8 Der KPSS-Test ist in jeder guten Statistik-Software standardmaRig integriert. In R z.B. |3sst er sich mit dem Befehl
kpss.test aus dem Paket tseries durchfiihren.
9 Fir a=0,1 liegt der kritische Wert z.B. bei rund 0,347.
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Es wirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen, den Test im Detail zu erklaren, daher sei an inte-
ressierte Leser einfach der Hinweis auf die zugehorige Arbeit von Engle gerichtet (Vgl. Engle

1982).10

Ist der Modellierer aufgrund der Testergebnisse der Meinung, die Zeitreihe sei noch nicht statio-
nar, so wird eine Transformation benotigt. Es wird in diesem Fall angenommen, die Zeitreihe sei
integriert, was den mittleren Teil des ARIMA-Ausdrucks betrifft. Eine Zeitreihe, die d-fach inte-
griert ist, wird im einfachsten Falle als ARIMA(0,d,0)-Prozess bezeichnet (vgl. Shumway und Stof-
fer 2011: 141):

(1 - L)%, = w; (25)
Eine nicht stationdre Zeitreihe lasst sich grds. durch eine gewisse Anzahl von Differenzenbildun-
gen in eine stationdare umwandeln (vgl. Shumway und Stoffer: 58-61). Dabei wird die erste Diffe-
renz der Zeitreihe wie folgt gebildet:

Aa; =a; —ap_4 (26)
Wie aus der Analysis bekannt, sorgt diese Operation approximativ dafiir, dass die Potenz der Ziel-

funktion, hier der Zeitreihe, um eins verringert wird.

Als Beispiel flir die Folgen der Differenzenbildung zeigt Abbildung 3 die Zeitreihe der ASFR der 30-
jahrigen in Deutschland mit ihrer ersten und zweiten Differenz. Es ist zu beobachten, dass die
Trends der urspriinglichen Zeitreihe deutlich flacher werden und die zweite Differenz grafisch wie
eine stationdre Zeitreihe aussieht. Ist die Zeitreihe zu einer vermeintlich stationaren umgewan-
delt, so stellt sich bei dieser schlieRlich die Frage, welches ARMA-Modell die (asymptotisch) stati-

ondre Zeitreihe am besten schatzt.

10 Auch der ARCH-LM Test ist standardmaRig in Statistik-Programmen integriert. In R |sst er sich {iber den Befehl
ArchTest im FinTS-Paket durchfiihren.
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Abbildung 3: ASFR mit ersten und zweiten Differenzen
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Quelle: Eigene Berechnung und Darstellung

Dazu gibt es eine Reihe von Informationskriterien, die herangezogen werden kénnen, vorrangig
das Akaike Information Criterion (AIC), das Bayesian Information Criterion (BIC), welches auch als
Schwartz Kriterium bekannt ist (siehe hierzu z.B. Greene 2012: 180), und das Hannan-Quinn-Cri-
terion (HQC) (siehe Hannan und Quinn 1979: 191). Diese sind in ihrer Form verwandt und bezie-
hen sich auf die Log-Likelihood der Anpassung als Glitekriterium. Der Unterschied liegt dabei an
dem AusmalR, in dem diese die Komplexitdat des Modells bestrafen. Ziel dabei ist die Wahl des
Modells, welches das ausgewahlte Kriterium minimiert. Auf die Kriterien soll an dieser Stelle nicht
weiter eingegangen werden, da sie sehr stark von Asymptotik abhangen. Die Anpassungsgtite der

Informationskriterien ist daher sehr abhangig davon, wie lange die Zeitreihe ist (allgemein: wie
15



viele Daten zur Verfligung stehen), die als Input ins Modell gesteckt wird. Da die Datenverfligbar-
keit und Qualitat in typischen bevolkerungswissenschaftlichen Fragestellungen, besonders in Be-
zug auf Bevolkerungsprognosen, relativ gering ist, sind die Informationskriterien also eher kritisch
zu betrachten, obwohl sie durchaus erganzend genutzt werden kénnen. Fur Zeitreihen der Ferti-
litdat oder Mortalitat empfehlen sich in erster Linie grafische Analysen in Form der Autokorrelati-
onsfunktion (ACF) und der Partiellen Autokorrelationsfunktion (PACF)*L. Fiir das Beispiel der ASFR
empfiehlt der ADF-Test zweimaliges Differenzieren, wahrend der KPSS-Test eher zu einer Diffe-
rentiation rat. Auch in diesem Fall ist allerdings praktisch zu erwahnen, dass der KPSS-Test bei
geringer Historie eher schwach abschneidet und tendenziell zu friih Stationaritat anzeigt. In Ver-
bindung mit Abbildung 3 kdnnte davon ausgegangen werden, dass bereits eine Differenzenbil-
dung zu einer stationaren Zeitreihe fihrt, da der ADF-Test, wie bei allen statistischen Tests blich,
sehr abhdngig von einer groRen Datenmenge, die hier nicht verfligbar ist. Abbildung 4 illustriert

fiir das Beispiel die ACF und PACF.

Abbildung 4: ACF und PACF der ASFR
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Quelle: Eigene Berechnung und Darstellung
Die Grafiken geben einen Hinweis darauf, welche Lag-Lange gewahlt werden sollte, also die

Werte, die fur p und q gewahlt werden sollten. Die grafische Analyse ist nicht trivial und erfordert

1 Fiir eine detaillierte Beschreibung von ACF und PACF siehe z.B. Shumway und Stoffer 2011: 102-108.
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ein gewisses Mals an Erfahrung durch den Anwender. Es gibt allerdings ein paar Eigenschaften
von AR und MA-Prozessen, die im Idealfall an den Grafiken zu erkennen sein kbnnten. Zum einen
gibt die gestrichelte Linie'?> Hinweise auf die Lag-Ldnge. Ein AR(1)-Prozess ldsst sich meistens re-
lativ leicht erkennen, da bei diesem zumeist die ACF exponentiell abfallt, wahrend die PACF beim
ersten Lag hoch ist und danach direkt auf etwa null abfallt. Der MA(1) verhalt sich genau umge-
kehrt. In Abbildung 4 lasst sich beobachten, dass die ACF relativ monoton abfallt, wahrend die
PACF bereits nach dem ersten Lag deutlich sinkt. Daher lassen die Grafiken vermuten, dass die
erste Differenz der ASFR-Zeitreihe am besten durch einen AR(1)-Prozess charakterisiert werden
kann. Die ASFR ist in diesem Fall folglich ein ARIMA(1,1,0)-Prozess. Diese Vermutung lasst sich
anhand der Informationskriterien prifen. In diesem Fall fiihrt die Minimierung des AIC tatsachlich
zu einem ARIMA(1,1,0).13

An dieser Stelle wird darauf eingegangen, wo der Nutzen der oben angesprochenen Lag-Schreib-

weise liegt'4. Beim allgemeinen ARIMA(p,d,q)-Prozess stellt sich diese wie folgt dar:

14 q
<1 — ; gbij) (1- L)%, = (1 — ; GiLi) wy (27)

Im Fall eines ARIMA(1,1,1) ist die Lag-Schreibweise:
(1-¢L)(A-L)a, = (1 —-0L)w,
Dies lasst sich ausmultiplizieren zu:
[1- A+ @)L+ ¢pLl*la, = (1 —0L)w,
Aus der Definition des Lag-Operators folgt somit:
ar— L+ Plag1+ pas_; = wy — 0w,y
Und damit schlieBlich:

ar =1+ ¢lai_; —par_, + we — Ow_y

12 Dje Grafiken wurden in R mit dem acf() und dem pacf()-Befehl erzeugt. Die gestrichelten Linien gibt das Pro-
gramm automatisch mit aus, je nach dem Signifikanzniveau, welches gewahlt wird.
13 Es gibt in der Software Standard-Algorithmen, die die Optimierung durchfiihren. Bei R wurde dies mit dem
auto.arima-Befehl aus dem forecast-Paket gepriift, der in der Tat einen ARIMA(1,1,0) angezeigt hat.
14 Da in dieser Arbeit nicht zu viele statistische Details eingebracht werden sollen, wird nicht auf den weiteren Vor-
teil der leichteren Umformung in die Lineare Zeitreihenschreibweise eingegangen.
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Mit Hilfe des Lag-Operators lassen sich also auch relativ schwierig wirkende funktionale Formen
in handhabbarer Art schreiben, was in der Prognose im Rahmen von Simulationsstudien beson-

ders hilfreich ist.

4 Prognose altersspezifischer Fertilitits- und Uberlebensraten

In diesem Abschnitt wird vorgestellt, wie die Methoden der Zeitreihenanalyse dazu genutzt wer-
den konnen, um die zuvor identifizierten Hauptkomponenten zu prognostizieren. Einen ersten
vergleichbaren Ansatz hierzu schlugen Bell und Monsell fir die Prognose altersgruppenspezifi-
scher Mortalitat in den Vereinigten Staaten vor (vgl. Bell und Monsell 1991). Die Abwandlung
dieser Arbeit durch Lee und Carter flir Prognosen der nach Altersklassen aufgeteilten Mortalitats-
und Fertilitatsraten in der Vereinigten Staaten ist auch heute noch sehr popular (siehe hierzu Car-
ter und Lee 1992 und Lee 1993). Einige deutsche Wissenschaftler benutzen bereits seit einigen
Jahren das Lee-Carter-Modell zur Prognose alters- und geschlechtsspezifischer Fertilitats- und
Mortalitatsraten (vgl. z.B. Hardle und Mysi¢kova 2005: 5-14; Deschermeier 2015). Der Autor des
vorliegenden Beitrages nutzt an dieser Stelle einen dhnlichen, aber in Bezug auf die Datengrund-
lage und die ARIMA-Modelle abweichenden Ansatz. Dazu wurden fir 16 europdische Lander die
ASFR fiir die Jahre 1973-2014 aus der Human Fertility Database, der Human Fertility Collection,
Eurostat sowie der obersten statistischen Behorden in der Schweiz und Portugal gesammelt. Es
wurden dabei die ASFR fir 13- bis 54jahrige extrahiert, was in einer Gesamtanzahl von 672 Vari-
ablen resultiert. Auf Basis dieser Daten sollen die ASFR fiir Frauen in Deutschland prognostiziert
werden. Um auch internationale Trends abbilden zu kbnnen, nutzt der Autor die internationalen
Daten zur Prognose der deutschen Fertilitatsraten. Das hat den Vorteil, dass der relativ geringen
Datenmenge entgegengewirkt wird. Die Hauptkomponentenanalyse bietet die Moglichkeit, die
Korrelationen zwischen den ASFR zu nutzen, ohne dabei eine Verzerrung zu erzeugen, da, wie in
Abschnitt 2 erwahnt, bei nicht vorhandenen Korrelationen die Originalvariablen wieder ausgege-
ben werden. An dieser Stelle ist es offensichtlich, dass eine individuelle Prognose von 672 Variab-
len nicht nur extrem aufwandig und damit nahezu unmaoglich regelmaRig durchzufiihren ware, es

wirden dabei auch die Korrelationen zwischen den altersspezifischen Fertilitatstrends ignoriert.
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Beide Probleme werden von der Hauptkomponentenanalyse angegangen. Die Hauptkomponen-
tenanalyse zeigt dabei, dass bereits die ersten zwei HK etwa 95,3% der Variation in allen 672 ASFR
erkldren. Uber 97,5% werden von den ersten drei HK erklart. Abbildung 5 zeigt den Screeplot fiir
die ASFR. Wiirde der Modellierer festlegen, 95% erklarter Varianz seien hinreichend und orien-
tiert sich am Screeplot, der zu zwei HK rat, so wiirden zwei HK reichen, um eine addquate Prog-
nose aller ASFR durchzufiihren. Der Autor wahlt aus Griinden groRBerer Genauigkeit alle HK aus,

die mindestens 1% der Gesamtstreuung erklaren, was in diesem Fall die ersten drei HK betrifft.

Abbildung 5: Screeplot der ASFR
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Quelle: Eigene Berechnung und Darstellung

Die Korrelationen der ersten drei HK mit den ASFR in Deutschland werden in Abbildung 6 darge-

stellt.

Nun wird am Beispiel der ersten HK die Prognose erldutert. Wie in Abschnitt 3 beschrieben, wurde
ein ARIMA-Modell an den historischen Verlauf der HK angepasst. Dabei stellt sich das folgende
ARIMA(1,2,0)-Modell als am besten geeignet heraus:

(1+0,54186L)(1 — L)?p, = &
Dies vereinfacht sich nach Ausmultiplikation zu:

pr = 1,45814p,_, + 0,08372p,_, — 0,54186p,_5 + &, (28)
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Da der Erwartungswert des Storterms bei null liegt, folgt daraus:

E[p,] = 1,45814p,_, + 0,08372p,_, — 0,54186p,_s (29)

Abbildung 6: Korrelationen zwischen ASFR und HK
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Auf Basis dieser Anpassung lasst sich der erwartete Pfad der ersten HK bis ins Jahr 2040 prognos-
tizieren. Auf die gleiche Weise lasst sich dies fiir die beiden weiteren HK durchfiihren, deren funk-
tionale Form an dieser Stelle nicht erwahnt wird, da die Erklarung der Methodik im Fokus steht.
Im konkreten Fall ergeben sich als wahrscheinlichste Szenarien fiir den Verlauf der ersten drei HK

bis 2040 die folgenden Kurven:

Abbildung 7 zeigt den historischen Verlauf der ersten drei HK seit 1973. Die graue gestrichelte
Linie markiert das erste Prognosejahr 2015. Die verbleibenden 669 Hauptkomponenten werden
far die Prognose konstant auf dem Niveau von 2014 angenommen. Da diese lediglich knapp 2,5%
der Gesamtstreuung der ASFR fiir alle 16 Lander erklaren, ist der Fehler, der durch diese Annahme

entsteht, verschwindend klein, wahrend die Modellroutine gleichzeitig stark vereinfacht wird.
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Abbildung 7:Historischer Verlauf und Prognose der Hauptkomponenten
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Die Historie der Hauptkomponenten wird dabei durch die Verallgemeinerung von Gleichung (1)
erzeugt:
P=FE (30)

Dabei ist P eine Matrix mit t Zeilen und s Spalten, wobei t in diesem Fall die Anzahl der beobach-
teten Perioden und s die Anzahl der Zeitreihen ist. Im Beispiel hat P folglich die Dimensionen 42 X
672. F ist die Matrix aller ASFR und genauso strukturiert wie P, also eine spaltenweise Zusam-
menstellung der Zeitreihen aller ASFR. Dabei ist die Reihenfolge der Zeitreihen irrelevant fiir die
Hauptkomponentenanalyse, da diese die HK sowieso nach ihrer Relevanz ordnet. E ist eine Mat-

rix, die die Eigenvektoren spaltenweise aneinanderreiht.

Auf Basis der Hauptkomponentenprognose lassen sich in der Folge durch die Ricktransformation

von (30) aus den Prognosewerten der HK die Prognosewerte aller ASFR erhalten:

® =IE1? (31)
wobei IT die Matrix der Prognose der erwarteten Hauptkomponentenwerte von 2015 bis 2040
darstellt. E~1ist die Inverse der Matrix der Eigenvektoren und @ schlieRlich die aus Multiplikation

der beiden genannten Matrizen entstehende Matrix der Erwartungswerte fiir die Prognose der
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ASFR bis 2040. Da die Prognose der Erwartungswerte allein nur wenig aussagekraftig ist, da ein
Erwartungswert in einem solchen Zusammenhang mit einer asymptotischen Wahrscheinlichkeit
von 1 nicht eintreffen wird, sollte zusatzlich die Unsicherheit der Prognose quantifiziert werden.
Auch dies lasst sich Uber die HK bewerkstelligen. Da die HK untereinander unkorreliert sind, kén-
nen durch simultane und unabhangige Computersimulationen der HK fiir jede HK separat Prog-
noseintervalle geschatzt werden. Fiir die HK wird dazu eine hinreichend groRe Anzahl an Pfaden
simuliert. Der Autor hat fir jede HK in diesem Fall 10 000 Pfade bis 2040 simuliert. Fir HK 1 basiert
die Simulation z.B. auf (27). Dabei wird wiederum auf die Stationaritatsannahme zuriickgegriffen.
Es wird dabei in jeder Periode der aus der Gleichung resultierende Erwartungswert gebildet und
dazu eine Zufallsziehung aus einer normalverteilten Zufallsvariable mit der Standardabweichung
gleich dem empirischen Wert in der jeweiligen Zeitreihe durchgefiihrt. Werden, analog zu (30),
die Matrizen der Simulationsergebnisse der HK jeweils mit E~1 multipliziert, entstehen somit 10
000 simulierte Pfade fiir alle ASFR. Aus diesen kénnen empirisch die Quantile fiir die gewlinschten

Grenzen der Prognoseintervalle gewonnen werden.

Abbildung 8: Prognostizierte ASFR fiir 30-jéhrige mit 80%-Prognoseintervallen
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Abbildung 8 illustriert beispielhaft die 80%-Prognoseintervalle fir die drei Zeitreihen der ASFR der
30-jahrigen in Deutschland, Italien und Osterreich.
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Nach einem sehr dhnlichen Schema lassen sich ebenfalls die Altersspezifischen Uberlebensraten
(ASSR) fiir die drei Lander berechnen, sodass auf die Berechnung an dieser Stelle nicht mehr so
intensiv eingegangen werden soll. Wahrend in der allgemeinen Betrachtung gerne auf Mortali-
tatsraten eingegangen wird, gilt die Analyse hier den ASSR, da diese fiur die Bevolkerungsfort-
schreibung von héherer Bedeutung sind. Da Uberlebensraten, anders als Fertilitatsraten, grds.
empirisch ausschlieBlich Werte (iber null und unter eins einnehmen, empfiehlt sich fiir die Prog-
nose dieser anstelle einer direkten Nutzung der ASSR eine indirekte Prognose liber den Logit der

ASSR. Eine Logistische Transformation einer ASSR s lasst sich wie folgt durchfihren:

s

logit(s) = In (1 — S) (32)
Die Transformation bewirkt, dass die neuen Variablen unbeschrankt sind, wahrend die zugrunde
liegenden ASSR nicht auBerhalb des offenen Intervalls (0;1) prognostiziert werden kénnen (Vgl.
Johnson 1949: 157-158). Es muss nach der Simulation lediglich beachtet werden, dass die simu-
lierten Werte noch durch den inversen Logit riicktransformiert werden missen, um die Simulati-

onswerte flr die ASSR zu erhalten.

In dieser Studie wurden, ahnlich wie bei den ASFR, internationale Daten zur Sterblichkeit genutzt,
um die gemeinsamen Trends in der Mortalitdt aufzufangen und die Datenbasis zu vergréBern. Im
Detail wurden aus der Human Mortality Database, Eurostat und Datenlieferungen des Statisti-
schen Bundesamtes altersspezifische Mortalitdtsraten sowie Daten zu Bevolkerungszahlen und
Sterbefillen nach Geschlecht aufgeteilt flir 18 europdische Staaten extrahiert und aus diesen Da-
ten die ASSR berechnet, bevor die Logit-Transformation fiir die ASSR durchgefiihrt wurde. Die
Methode ergibt auf Basis von zwei Hauptkomponenten beispielhaft flir 80-jahrige Manner in

Deutschland, Italien und Osterreich die folgende Prognose mit 95%-Prognoseintervallen.
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Abbildung 9: Prognostizierte ASSR fiir 80-jdhrige Médnner mit 95%- Prognoseintervallen
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5 Fazit, Limitationen und Ausblick

Primares Ziel dieses Beitrages war die Vorstellung der Hauptkomponentenanalyse und ihrer An-
wendungsmoglichkeiten. Auf Basis der Hauptkomponenten lieRen sich beliebige alters- und ge-
schlechtsspezifische GroRen ohne grolle Verzerrung und inklusive Quantifizierung der Stochasti-
zitdt in Form von Prognoseintervallen kalkulieren. Das wurde an den Beispielen altersspezifischer
Fertilitatsraten 30-jahriger Frauen in Deutschland, Italien und Osterreich illustriert. Das zugrun-
deliegende Modell bezog sich auf altersspezifische Fertilitatsraten in den Altern 13-54 fiir Frauen
aus allen 16 Landern Siid- und Mitteleuropas, die eine Bevolkerungszahl von mindestens vier Mil-
lionen Einwohnern aufweisen. Daher kreiert das Modell simultan fir all diese Lander und ASFR
Prognosen. Als weiteres Anwendungsbeispiel wurden die Ergebnisse eines Modells zur Prognose
altersspezifischer Uberlebensraten fiir 18 westeuropéische Lander fiir 80-jdhrige Manner in den
genannten drei Landern illustriert. Generell ist auch an dieser Stelle zu erwdhnen, dass der vor-
gestellte Modellansatz durchaus, wie gezeigt, international erweitert werden kann, als auch auf

regionalere Ebenen heruntergebrochen werden kann. Es sei jedoch betont, dass die Modelle le-
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diglich historische Trends aufnehmen, sodass radikale Veranderungen in Form von Strukturbri-
chen nicht abgedeckt werden, insofern die Historie nicht dhnliche Vorkommnisse aufweist. Wei-
terhin sollte beachtet werden, dass die vorgestellten Ansatze durchaus methodisch korrekte
Prognoseintervalle generieren, diese kénnen jedoch, speziell bei langeren Prognosezeitraumen,
sehr breit werden, was in erster Linie der relativ geringen Datenmenge geschuldet ist, die fir
demografische Prognosen grundsatzlich nur verfiigbar ist. Der Modellierer kommt dementspre-
chend nicht umher, eine qualitative Beurteilung der erhaltenen Ergebnisse vorzunehmen und im
Falle der Fertilitat exogene Variablen einzubeziehen. Generell eignet sich der Modellrahmen sehr
gut an, um parametrische Funktionen fir langfristige Prognosen anzupassen. Die vorgestellten
Modelle in dieser Arbeit waren daher nicht abschlieRend zu verstehen, sondern gaben nur einen
Uberblick tiber die Anwendungsméglichkeiten der Methodik.

Als Einschrankung ist zu betonen, dass die Methodik flir Migrationsprognosen nicht einfach zu
Ubernehmen ist. Das liegt zum einen daran, dass die Datenverfigbarkeit in ihrer Korrektheit deut-
lich von der Datenqualitdt in den Bereichen Fertilitdit und Mortalitat abfallt. Zudem ist die
Stochastizitat bei Migrationsfliissen erheblich groRRer (in Bezug auf Deutschland besonders bei der
Immigration), da diese haufig in Schiilben kommen und stark abhangig von wirtschaftlichen und
gesellschaftlichen Trends sind. Das verdeutlicht sich z.B. in den hohen Massen an Menschen, die
in den letzten Jahren aus Syrien und dem lIrak fliehen (dhnliche Entwicklungen waren Anfang der
90er Jahre bei den Unruhen in Jugoslawien und dem Zerfall der Sowjetunion zu beobachten) und
der daraus entstandenen lawinenartigen Migrationen aus anderen armen Landern nach Europa,
besonders nach Deutschland und Nordeuropa. Daher missen bei Migrationsprognosen externe
Faktoren einbezogen werden, was auf einer erweiterten Datenbasis sowie einer Erweiterung der

Modelle durch qualitative Modellparameter passieren kann.
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